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Chapitre 1

Résolution de systemes d’équations
linéaires

1.1 Généralités

Soit a résoudre le systeme linéaire
Ax=b, (1.1)

oll A € R™ " est une matrice réelle inversible de taille n et x, b € R*. Dans la suite, x* = A~1 b désignera
la solution exacte de ce systéme.

On rappelle que théoriquement, la méthode de Cramer permet de donner chaque composante x; de la
solution x* sous la forme d’un quotient de deux déterminants de taille n chacun, i.e.,

o= ﬁ _ det(A(l),...,A(i_l),b,A(i+1),...,A(n)) pouri=1,2 n (1.2)
iTA det(A) ’ e '

ou A =det(A) est le déterminant de la matrice A et A; est le déterminant obtenu a partir de A en rem-
placant A® 1a i-eme colonne de A par b le vecteur second membre.

Faisons remarquer que les formules de Cramer ci-dessus sont trés peu utilisées (voire ne sont pas
utilisées) dans la pratique car leur coiit opératoire est de I'ordre de (n + 1)! flops. Ainsi, en supposant
qu'on dispose d’'un ordinateur capable d’effectuer 10° flops par seconde, alors il nous faudrait 9.6 10%7
années pour résoudre un systéme linéaire ayant 50 inconnues comme le montre le tableau ci-dessous !

Taille n | nombre de flops | Temps

10 11!'=3.99107 0,04 seconde
20 21'~5.110%° 1620 années

50 511~ 1.5510% | 9,610%7 années

Ajoutons a cela que méme pour des systémes linéaire de tailles "modestes"”, le calcul, sur des ordinateur,
de la solution x* par la méthode de Cramer est entaché par la propagation des erreurs d’arrondi et de
troncature.

Pour toutes ses raisons, de nombreuses méthodes qui permettent de résoudre (1.1) ont été développées.
Ces méthodes sont généralement subdivisées en :
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o Méthodes directes. Ces méthodes fournissent la solution du systéme en un nombre fini d’étapes.
- Elles sont généralement utilisées pour des systemes ayant une matrice dense.

- Elles sont basées sur une décomposition de la matrice A sous forme d’'un produit de matrices
plus "simples" & manipuler : A = L%, A=2R,A=4%2%T, A= 5T, ..

o Méthodes itératives. Ces méthodes déterminent, en théorie, la solution x* du systéme (1.1)
apres un nombre infini d’itérations. Cette famille de méthodes est elle méme subdivisée en deux
sous classes de méthodes

- Les méthodes semi-itératives telle que la méthode de Jacobi ou la méthode de Gauss-Seidel
sont basées sur la décomposition de la matrice A sous forme d'une somme de matrices et
construisent une suite de solutions approchées de la forme :

x(k+1) :Bx(k) +d, pour k=0,1,..., (1.3)

ou Papproximation initiale (¥’ est donnée. La matrice B € R**” dépend de A et est appelée
matrice d’itération et le vecteur d € R” dépend du vecteur second membre b.

- Les méthodes de type Krylov telle que la méthode d’orthogonalization compléte (FOM), la mé-
thode du résidu minimal généralisé (GMRES), la méthode du résidu quasi-minimal (QMR),
la méthode de changement du résidu minimal (CMRH), ... etc. Ces méthodes sont générale-
ment appliquées a des systémes de trés grande taille et dont la matrice est creuse.

En partant d’'une approximation initiale x(¥ dont le résidu est 7? = b — A9, les méthodes
de Krylov construisent des solutions approchées de la forme

xFD =y, B 4 g® pourk=0,1, ..., (1.4)

ot V, € R¥ est une matrice qui dépend de l'itération courante et dont les vecteurs colonnes
forment une base de Kj,(r'?,A) = span{r® Ar® ... A*~1,:©} (le sous espace de Krylov en-
gendré par O, A O AF170) et ¢®) ¢ R* est déterminé par une condition d’orthogonalité
de la forme r® 1 K;,(r®, 4), ou r® L AK,(r@, A). Il est & noter qu’en arithmétique exacte,
la suite des itérées x*) converge vers x* en moins de n itérations.

Remarque : La convergence des méthodes itératives se teste généralement en utilisant un parametre
de tolérance €. On arréte ainsi les calculs dés que l'erreur relative (respectivement absolue) est assez
petite :

”x(k+l) _ x(k) ”

<e (P -a®)<e)
|
Une autre alternative est de tester le résidu relatif (respectivement absolu) :

175

*)
——<e (Ir¥l<e),
7O

our® :=p—Ax®,

Avant de passer a la description des méthodes citées ci-dessus, signalons qu’un des points les plus essen-
tiels dans l'efficacité des méthodes de résolution de systémes linéaires concerne la taille des systéemes a
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résoudre. Entre 1980 et 2000, la taille de la mémoire des ordinateurs a augmenté. La taille des systémes
qu’on peut résoudre sur ordinateur a donc également augmenté, selon I'ordre de grandeur suivant :

1980 2000
matrice “pleine” (tous les termes sont non nuls) n=100 n=10°
matrice “creuse” (peu d’éléments non nuls) n=10% n=108%

1.2 Rappels et compléments d’algebre linéaire

Définition 1.1.
Soit A = (ai,j)

une matrice réelle de taille n. On dit que A est fortement inversible si les n

) Lj=1,....n : : . :
sous matrices principales de A sont toutes inversibles, i.e., si det(Ay) #0, pour k=1,....n et o A} =
.. kxk
(@i ) jo1,..p ERE.

Définition 1.2.
Soit A =(a;j); j=1,.p Une matrice réelle de taille n. On dit que A est a diagonale dominante (respective-
ment strictement dominante) si et seulement si

n n

la; ;| = Z la; ;| (respectivement |a; ;| > Z la; jI) VYi=1,...,n.
=1 =1
J#i J#i

n n
laj il = Z la; j| (respectivement laj ;| > Z la; ;1) Vj=1,...,n.

i=1 i=1
i£] i£]

Définition 1.3.

Soit A une matrice réelle de taille n. On dit que A est définie positive si pour tout x € R*, x # 0 =

T
x" Ax>0.

Définition 1.4.
Soit A une matrice réelle de taille n. On appelle rayon spectral de A qu’on note p(A) la plus grande
valeur propre en module, i.e.,

p(A) = ‘HllaX {IA;il; A; valeur propre de A}.
i=1,...,n
Proposition 1.1.
Soit A € R™™ une matrice réelle de taille n alors :
- Si A est a diagonale strictement dominante alors A est inversible.

- Si A est symétrique alors toutes ses valeurs propres sont réelles.
- Si A est symétrique définie positive alors toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

1.3 Méthodes directes

1.3.1 Cas des systémes triangulaires

Les systéemes linéaires dont la matrice A est triangulaire inférieure ou triangulaire supérieure sont
parmi les systémes les plus faciles a résoudre. En effet, la matrice A étant supposée inversible, alors
ses coefficients diagonaux sont non nuls et donc pour un

o systeme triangulaire inférieur tel que celui décrit par la systeme (J;) ci dessous,

a1,1%1 = b

a1x1 + 0Q22%2 = by
(J7) . .

Ap1X1+ QpaX2+ ...+ QppX, = by,
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la résolution se fait via les formules de descente (ou encore substitution directe) résumées dans

Algorithme : Résolution d’un systéme triangulaire inférieur

b1

- X1= s
ai1,1

- pouri=2,3,...,n faire
1 i-1

(bi =) aijx))
- =

1,0

X =

fin pour.

o systéme triangulaire supérieur tel que celui décrit par la systéme (J5) ci dessous,

a11x1 + ai12x2+ ...+ aiaxp, = b1
ag2x2 + ...+ QapXp = by

(F5) .
AnnXn = by

la résolution se fait via les formules de remontée (ou encore substitution rétrograde) résumées
dans I'algorithme ci dessous

Algorithme : Résolution d’un systéme triangulaire supérieur

by,
- Xnp = ;
An.n

-pouri=n-1,n-2,...,1 faire

1 n
—(b;— ) aix))

Qi j=i+1

X; =

fin pour.

Notons que pour les deux systémes le cotit opératoire est de Pordre de n? flops.

1.3.2 Méthode de Gauss

Cette méthode est basée essentiellement sur 'utilisation de combinaisons linéaires entre lignes (et/ou
de permutations de lignes ou de colonnes) du systéme dans le but de transformer progressivement le
systeme de départ en un systéme triangulaire supérieure plus facile a résoudre. En effet, rappelons que
la solution d’un systéme linéaire ne change pas quand on ajoute a une équation donnée une combinaison
linéaire des autres équations.

La simplicité et lefficacité de 'algorithme de cette méthode font que la méthode de Gauss est treés
utilisée dans la pratique et qu’elle est a la base de plusieurs algorithmes de résolution de systémes
linéaires. Dans la suite, nous abordons le principe de cette méthode a ’aide de quelques exemples.
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— Exemple 1. Soit le systéme

2x1+ x9+ X3 = -3
(%) 4x1+ 3x9+ 3Bxg+ x4 = -5
8x1+ Txo+ 9x3+ bxy = =7
6x1+ Txo+ 9x3+ 8x4 = 1

Soit respectivement A¥ = A et 5 = b la matrice et le vecteur second membre du systéme.
Appliquons alors la méthode d’élimination de Gauss au systéme précédent en utilisant le tableau
4 lignes 5 colonnes ci-dessous

2 1 1 0|-3 l1
4 3 4 1]|-5 l
(0) 0 1= 2
[ 4 ‘ b ]_ 8 7 9 5| -7 I3
6 7 9 8 1 Iy
2 1 1 0|-3]
[ AD ‘ pD ]: 0 1 1 1 1 lo—1lg=2l1=1la-12101
0 3 5 5 l3—l3—4l1=13-13101
0 4 6 8|10 lg—14-3l1=1l4-1411
2 1 1 0| -3]
0 1 1 1 1
(2) 2) 1=
[ A ‘ b ]_ 0o 0 2 2 2 l3—13-3la=13-1321>
0O 0 2 4 6 | ly—1lg—4lo=14-1421
2 1 1 0]-1
0o 1 1 1 1
3) (€)1
[ 4 ‘ b ]_ 0o 0 2 2 2
0O 0 0 2 4 Iy —1ly—1l3=14-143l3,

(k-1)
ol = a(k—kh pour k=1,2,3eti=Fk+1,...,4. Ainsi
kk

2x1+ X9+ X3 = -3

X9+ x3+ X4 = 1

(&) = o3+ 2%y = 2

2x4 = 4

et on obtient alors x1 = —1, x9 =0, x3=—1 et x4 = 2.
— Exemple 2. Soit les systémes

X1+ x9+ 2x3 = 2 x1+ X9+ 2x3 =1
(A) 2x1+ x9o— x3 = 3 et(Hh) 2x1+ x9— x3 = 4
3x1+ 2x9+ x3 = 7T 3x1+ 2x9+ x3 = 5

Les deux systemes précédents ayant la méme matrice A, nous allons appliquer la méthode d’éli-
mination de Gauss en utilisant le tableau 3 lignes 5 colonnes formé par les éléments de la matrice
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A© = A et des vecteurs second membres b(lo) =byet bg)) =bg. Nous avons alors

[ 1 1 2 2 1] I
(A9 [6Q |6 ] = | 2 1 -1| 3| 4| I
| 3 2 1 71 5 | I3
[ 1 1 2 21 1]
[ AD ‘ b(ll) ‘ b(21) ] = 0 -1 -5|-1 2 lo—1lo—-2l1=la—-12101
| 0 -1 -5 1 2 ] l3—13-3l1=13-13101
[ 1 1 21 2| 1
[a® @2 |62 | = | 0 -1 5| 1| 2
| O 0 0 2 0 l3—Il3—lg=13-132l,
(-1
avec li,k:%pourkzlﬂ eti=k+1,...,3. Ainsi
Ch
x1+x9+2x3 = 2 x1+x9+2x3 = 2
(A) = —x9—5x3 = 1 et(Hh) = —x9—bxg = 2
0 = 2 0 =0

On en déduit que le systeme (%) n’a pas de solutions et n’est donc pas compatible. Quant au
systeme (%), il posséde une infinité de solutions de la forme x3 = a,x9 = -2 —-5a et x1 = 3+ 3a,
ou a €R.

Mise en (Euvre de I’algorithme.

Soit le systeme linéaire Ax = b o A € R™*" est telle que le premier terme diagonal a1, soit non nul.

Posons A® = A, 5© = p, alors comme a(lo)l # 0, on peut éliminer I'inconnue x; de la ligne l(io), i =
a®

2,3,...,n, en retranchant a cette ligne la quantité /; ; 1(10) oul;;= % Ainsi, en définissant
411

a(il} = a(io} _li,la(loé' ”>.] = 2737"' 1,
b(ll) = bEO)_li,l b(lo i:2737"'7n7

on obtient le systéme AV x = bV équivalent suivant

0) 0) 0)
as a(li)2 a(li;l x1 b(lo)
1)
0 Ay - Qg X9 ~ b,
: 1 1 ' a
0 a(n))z a(n,)n Xn b'P
~ P ——
=AM =D
De la méme maniere, pour &k = 2,3,...,n et si afkkl;l) # 0, on peut éliminer x; de la ligne lgk_l), i =
’ (k-1)
a.
k+1,kE+2,...,n, en retranchant a cette ligne la quantité [, ; l;ek_l) oul; = % Ainsi, en définissant
kot
les quantités :
agk; = ag.kj-l) ~Lip a(kkjfl) i, j=k+LE+2,...,n,
bP = %V 0% Y =R+ k+2,. 0,
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on construit une suite finie de systémes
APy = b(k), pour £ =0,2,...,n-1,

ot la matrice A®) pour 1 <% <n—1 a la forme suivante

0) 0) 0)
al’l a%i)z a(]-ly;l
0 ayy A
AP=| N (®) (k:) ;
0 0 ak+1,k+1 ak+1,n
: : ) )
0 ... 0 nhil  c Qn

et o on a supposé que a(l.’;;D #0pouri=1,...,k.

Finalement, notons que pour 2 = n — 1, on obtient le systéme triangulaire supérieur U x = y suivant :

0) (0) (0) (0)
OLL1 a(11’)2 a(ll,? X1 b(11)
0 ayy A p X2 by
o : D=
0 . .. : : :
_ (n-1)
0 .. ... 0 P )\ bin
N -~ [ —
=:Aln-1) =:p(n-1)

ot U:= A"V et y:= b D et quon a établi que la résolution du systéme Ax = b équivaut a celle du
systeme U x = y. Finalement, la méthode d’élimination de Gauss, dont le colit opératoire est de l'ordre
de §n3, est résumé par 'algorithme si dessous :

Algorithme : Méthode de Gauss sans pivotage

1. Phase de triangularisation.
Pourk=1,2,...,n-1
Pouri=k+1,k+2,...,n
Pour j=k+1,k+2,....,n
aij=ai;- al;kak,jQ
a

Fin pour
bi=b,— Qi k
Qr.k
air=0;
Fin pour
Fin pour

br;

2. Phase de résolution du systéme triangulaire supérieur.
bn
Xn = 5
An.n
Pouri=n-1,n-2,...,1

1 n
—(bi— ) aijx));

Qi j=i+l

X; =

Fin pour
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Stratégie de pivotage.

Exemple 1. Soit & résoudre le systéme Ax = b, ol b € R? est quelconque et A € R?*3 1la matrice
1 2 3
A= 2 4 5
7 8 9

Apres application de la premiére étape de la méthode de Gauss a la matrice A, on obtient

1 2 3
AY=[ 0 o -1
0 -6 -12

et on remarque qu’on ne peut pas continuer, et pourtant la matrice A est inversible! Par contre si on
permute les ligne 2 et 3 de la matrice A, et que 'on applique la méthode de Gauss a la nouvelle matrice
obtenu

1 2 3 1 00
A=PA| 7 8 9 |,avecP=| 0 0 1
2 4 5 010

on obtient
1 2 3
AD=10 -6 -12 |,
0o 0 -1

qui est déja une matrice triangulaire supérieure et donc le systéme A x = b peut étre résolu.
Ce premier exemple nous montre que dans certains cas, la permutation de quelques équations d’'un
systéme linéaire donné -et donc la permutation de certaines lignes de la matrice A- est nécessaire afin

de résoudre ce systéme.

Exemple 2. Considérons le systéme

|
=

€x1 + X2
X1 + X2

(<) {

|
N

ou € # 0. De plus, on suppose que € # 1, et ainsi le systéme (%) est inversible. La solution de ce systéme

2, * _ * % ® _ 1 * _ 1-2¢
est alors donnée par x* = (x],x;) avec x] = 7=, et x5 = T=-.

Supposons maintenant que € # 1 est "proche de 0" et appliquons I’élimination de Gauss décrite précé-
demment. La premiére étape transforme donc le systéme () en (1)

(1) €x1 + X9 = 1
) { xp + 1-1xp = 2-1
Comme les valeurs 1 et 2 sont trés petites par rapport a —%, on voit alors que la deuxiéme équation

nous donne —%xg =~ %, d’ol1 x2 =~ 1 et ensuite la premiere équation nous fournit x; =~ 0. Mais ce résultat
est faux!

Lerreur ne provient pas seulement du fait que € est "tres petit" car si on multiplie la premiére ligne par
une puissance de 10 quelconque, on va trouver la méme erreur!
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L'anomalie provient du déséquilibre entre les coefficients de x1 et xo de la ligne du pivot. Pour y remé-
dier, échangeons maintenant les deux lignes de notre systéme et appliquons I’élimination de Gauss avec
la valeur 1 comme premier pivot. On obtient alors

1) x1 + X9 = 2
S { + (1-e)x2 1-2¢ ’

ce qui entraine alors que xg = 1 et x1 = 1. Et ce résultat est correct!

De méme, ce deuxieme exemple montre qu’il ne faut pas utiliser des pivots "trop petits" car les erreurs
d’arrondi et/ou de troncature peuvent donner entrainer des solutions fausses. Et donc, il est nécessaire
de recourir a des permutations de lignes voire des colonnes de la matrice du systéme.

Ainsi, pour éviter les problémes rencontrés dans les deux exemples précédents, on peut appliquer 'une
des deux stratégies suivantes :

Stratégie de pivotage partiel. Cette stratégie, appelée encore stratégie du pivot partiel, consiste a
chercher dans la sous colonne &, le plus grand pivot en valeur absolue, i.e., on cherche I'indice de ligne
ltelquea;; = kmax la; |. Ensuite, on permute les lignes [ et k.

<i<n

Stratégie de pivotage total. Dans cette stratégie, on cherche le maximum en valeur absolue dans
toute la sous matrice (a;j); j=f,. n, i-e., on cherche les indices de ligne / et de colonne m vérifiant

apm = kmax la; j|. Ensuite, on permute les lignes [/ et % ainsi que les colonnes m et /. A noter que
<i,j<n

cette stratégie est appelée encore stratégie du pivot total.
Remarques.

- Les pivots ayant une valeur petite ne disparaissent pas, que l'on utilise la stratégie du pivot to-
tal ou celle du pivot partiel. En fait, I’'apparition des petits pivots est juste rejetée a la fin de la
méthode de Gauss et dans ce cas 'influence de ces petits pivots est moins importante.

- Généralement, dans la pratique, la méthode de Gauss est implémentée avec une stratégie de
pivot partiel.

1.3.3 Décomposition LU

Nous commencgons cette section en donnant quelques résultats théoriques concernant l'existence et
I'unicité de la décomposition LU.

Théoréeme 1.1.

Une matrice A € R™" posséde une décomposition LU, o la matrice L est triangulaire inférieure a
diagonale unité et U triangulaire supérieure si et seulement si A est fortement inversible. Dans ce cas la
décomposition LU est unique.

Ce théoréme permet d’affirmer que si la matrice A est fortement inversible, alors les n étapes de la
méthode de Gauss peuvent étre appliquées a la matrice A sans rencontrer un pivot nul.

Théoréeme 1.2.
Soit A € R**™ une matrice inversible, alors il existe au moins une matrice de permutation P telle que la
matrice PA admette une décomposition LU.
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Dans la suite, nous introduisons la décomposition LU d’une matrice A en donnant une interprétation
matricielle des différentes étapes de la méthode d’élimination de Gauss.

Décomposition A =LU.

Reprenons le systéme A x = b vu dans 'exemple 1 du paragraphe précédent. Soient alors la matrice A
et le vecteur second membre b

2 110 -3
4 3 31 -5

A A 8 7.9 5| b b =701
6 7 9 8 1

et notons 11, la, I3 et I4 les vecteurs lignes des différentes matrices A®) et des vecteurs b*® obtenus
durant la méthode d’élimination de Gauss.

— Etape 1 : Par des combinaisons linéaires ci-dessous :
12 — 12 - 1271 ll, avec l2y1 = 2,
l3 — l3 - l3’1 ll, avec l3’1 = 4,
lyg—1l4—1471l1,avecly; =3,
nous avons transformé la matrice A© et le vecteur 5'? respectivement en la matrice A =
L1 A et en le vecteur b = L1 5©, ont

1000 2 110 -3
|2 100 o [0 111 o | 1
Li=l 4 o1 0] 4 loss 5] 2 =| 5

-3 0 0 1 0 4 6 8 10

Notons que la matrice L; n’est autre que la matrice identité ou les 0 de la premiére colonne, au
niveau des positions 2, 3 et 4, ont été remplacés par les coefficients —l91, —I31, —l41.

— Etape 2 : Comme lors de la précédente étape, les combinaisons linéaires entre les lignes ci-
dessous :
13 «— 13 - l3,2 lz, avec l3y2 = 3,
l4 «— l4 - l4,2 lz, avec 14’2 = 4,
ont permis de transformer AV en A@D =L, AW et bW en p? = L, 5D ol

1 000 2 110 -3
1o 100 @ |01 11 o | 1
La=l g 310 475|002 2] ° 2
0 -4 0 1 0 0 2 4 6

Notons également que la matrice Lo n’est autre que la matrice identité ou les 0, au niveau des
positions 3 et 4, de la deuxiéme colonne ont été remplacés par les coefficients —I32, —142.

— Etape 3 : A l'aide de la combinaison linéaire
l4 «— l4 —1473 l3, avec l4,3 = 1,
on transforme A® en A® =L3A® et 5@ en b® =L35®@ | oux

AG) = p® =

0 0

0 0
Ly= 10
-1 1

SO O+
SO O - O
O O O N
OO -
ON - =
NN~ O
DN
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Remarquons que la matrice Lg n’est autre que la matrice identité ou le 0, au niveau de la position
4, de la troisieme colonne a été remplacé par le coefficient —l4 3.
Ainsi, en posant U = A® on voit que LgLoL1A=U.Dou
A=LUavecL=(L3LaL1) ' =L7'Ly L3

Notons qu’il est facile de vérifier que

1000 1000 1000
4, 2100 4, o100 4 o100
Lir=-Ln=| gy g 1 o fe=L2e=| g g 1 of ¢ La="I3=[( o1 0]
300 1 0 4 0 1 00 1 1

et que de plus la matrice L est une matrice triangulaire inférieure a diagonale unité dont les éléments
non nuls ne sont autre que les coefficients /; ; utilisés précédemment, i.e.,

1 0 0O
2 1 0 0
L_4310
3 41 1
Finalement, on a obtenu
2 1 1 0 1 0 0O 2 1 1 0
4 33 1] |2 100 0 1 1 1
8 7 9 5| |4 3 10 0 0 2 2
6 7 9 8 3411 0 0 0 2
A L U

Décomposition PA=LU.

Dans certains cas, la décomposition L U d’'une matrice A donnée n’existe pas. Par contre, il est possible
de trouver une matrice de permutation P telle que la décomposition LU de P A existe.

L'exemple ci-dessous montre comment trouver P, L et U en utilisant la stratégie de pivotage partiel.
Soit donc

AP A=

o 00 N
g9 g 0w
© © W M
o U - O

— Etape 1 : Examinons les composantes de la premiére colonne de A pour déterminer la compo-

sante maximale en valeur absolue. On voit alors que Ia(30)1| = max {Ia(ioil}. Permutons alors, la
’ i=1...,n ’

1 et la 3™ ligne de A©. Matriciellement, cette opération se traduit par une multiplication a
gauche de A© par la matrice de permutation Py, i.e.,

8 7 9 5 0 010

~ 4 3 3 1 01 00
0) _ ) _ —

AV =P1AY = 91 1 0 avec P1 = 100 0

6 7 9 8 0 0 0 1
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En utilisant les combinaisons linéaires

transformons A® en AV =LA@ =1,P;AQ ou

8

0
D _

A= 0
0

FNESTNC G |

12“12—12,1l1,avecl2)1=%’
l3<—l3—l3’1l1,avecl3’1=%’
l4<—l4—l4’1l1,avecl4’1:%’
9 5 1 0
_3 _3 _1 4
2 & Li=| %
§ 1t 4

4 e -2 0

S H O O

= o o O

— Etape 2 : Comme lors de la précédente étape, déterminons la composante maximale, en valeur

absolue, de la deuxiéme colonne de AD_ On voit alors que |afllé| = néax {Iai
> i=2...,n ’

la 2™ et la 4™ ligne de AV On a alors les relations :

AD = py A =

Maintenant, si on utilise les combinaisons linéaires suivantes :

alors A® se transforme en A® =L, A(D, ou

AD

oS O O

8 7 9 5 1
79 1

0 4§ & % |avecPy= 0

SO B B :
2 T2 T2
l3—1l3—l32ls, aveclgs=—2,
l4<—l4—l4,212,aveCl4,2=—%,

7 9 5 1 0

7 9 17

S T T

o 11 01
-7 77 7

= o O O

= o o

0

o= OO

= o OO

(12) [}. Permutons alors,

oSO O = O

— Etape 3 : Maintenant, déterminons la composante maximale, en valeur absolue, de la troisieme

(2)

colonne de A?. On voit alors que |ai2)3| = .n%ax {Iai 3I}. Permutons alors, la 3°™ et la 4*™ ligne de
) i=3.om b

AP Ce qui se traduit par les relations matricielles :

A®=p,A® =

8

0
0
0

(9}

7
7

-
]

avec P3 =

(=R

S Ol
|
ENIIN ([N [VoNi{o)
|
IENNTIC

Finalement, en utilisant la combinaison linéaire

1
l4 — l4 —l4’3 l3, avec l4,3 = 3>

la matrice A® est transformée en A® =L3A@ ou

8
A® =

oS O O

O OwINa g

9 5 10

9 17

9 17 0 1
—é —% > I3= o o

0o 2 0 0

S O = O

W= O O

= o O O

= o O O

o= OO

Ainsi, en posant U = A®, on voit que L3 P3LoPsL1P1A = U. Cette derniére relation peut étre refor-

mulée de la maniére suivante

U=(LsPsLaPyL1P1) A = (L3Ly L} | (P3P P1) A,
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ou le est égale a L;, a des permutations pres. Plus précisément, on définit
Ly=Ls, Ly=P3LyP3, L;=P3P3L1PyPs.

Finalement, on a

! ! ! _1
(PsPyP1)A=(LyLyLy) U,
N—— N

P L
avec
10 00 1 0 00 1 0 0 O
o1 o0 o0 o 10 0 -2 1 0 0
L=l o o 10’L2‘0§10etL1‘-%010
1
00 -1 1 0 2 0 1 -2 00 1
cest adire PA=LU, ou
0010 1 0 0 0 8 7 9 5
000 1 3 100 o 2 2 i
P=P3Py,P, = 0100,L—%_§10 etU = 00—§ _‘%
1
1000 i -5 31 00 o0 3

Remarques :

1. Au cours de la recherche du pivot, il se peut que le maximum soit atteint en deux (ou plus)
lignes. Dans ce cas, on retiendra comme ligne du pivot la premiére ligne ou est atteint ’élément
maximal.

2. La décomposition PA = LU peut étre utilisée pour résoudre un systéme linéaire Ax = b. En
effet :

Ax=b o PAx=b (avech=Pb),

o Ly=b (avecy=Ux)

On voit alors que pour obtenir x la solution de A x = b, il suffit de résoudre respectivement les
deux systeémes triangulaires (inférieur et supérieur) suivants :
Ly= b ou y est 'inconnu, avec b=Pb,
et
Ux=y.

2x1+x9 +4x4 = 1

Exemple : Résoudre (S) 4jfi x:fé:fi%x:x‘l ; 13
—3x9 — 12x3 — x4 = -2
A
2 1 0 4 X1 1
Matriciellement, (S) s’écrit _i _? _g _g z; = _?
0 -3 -12 -1 )\ x4 2
x b

En effectuant la factorisation LU de A avec stratégie de pivotage partiel, on trouve que PA =L U,
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avec
0100 10 0 0 4 -2 3 -7
000 1 0100 0 -3 -12 -1
P=loo1ofE 11 10|V 0 0o 5 1
1 3 1
100 0 10 & 1 o 0o 0 4

Ainsi

Ax=b o PAx=b (avecb=Pb=(-3,-2,1,1)7),
< LUx=
& Ly=b (avecy=Ux)

En résolvant le systéme triangulaire inférieur Ly = b, on trouve y = (-3, -2, —%,—%)T. Finale-
ment, en résolvant le systéme triangulaire supérieur Ux = y, on trouve x =(2,1,0,-1)7.

Mise en ceuvre de la décomposition LU.

En supposant que la décomposition LU de la matrice A existe et en identifiant le terme général a; ; de
la matrice A avec les_ éléments du produit scalaire /; u/,oul; =(; 1,...,/;;-1,1,0...,0) est la i-eme ligne
de la matrice L et u/ =(uy,...,4;;,0... ,0)! est la j-eme colonne de la matrice U, on a

min(i,j)

n
aij= ) ligunj= Y ligtn,,
k=1 k=1
car /; , =0 lorsque & > i et uy ; = 0 pour k > j. Ainsi, on obtient :

i i—1
-sii<j,alorsa;;= Z lipupjetdoncu;j=a;;- Z Ligugj, (1),
k=1 k=1

J 1 j-1
-sii>j,alorsa;j= Z lipupjetdoncl; ;= —/a;;— Z Ligupj), (2).

k=1 Uj.Jj k=1
Les deux égalités (1) et (2) permettent de former les éléments non nuls de la i-eme ligne de la matrice

U ainsi que les éléments non nuls de la i-eme colonne de la matrice L. En effet, en prenant j =1 dans
I'égalité (1), nous avons u1; =ai,; pour i = 1,...,n, et puis 'égalité (2) nous donne /; 1 = %

En supposant avoir déterminé les colonnes (respectivement les lignes) 1,...,i — 1 de la matrice U (res-
pectivement L), nous obtenons a partir de (1) (respectivement a partir de (2)) les éléments j=1i,...,n de
la i-eme ligne de U (respectivement colonne de L), i.e., nous avons

i-1
uj; = ai,j—Zli’kuk,j pour j=i,i+1,...,n
k=1

1

Ly —

1,1

-1
(aj;— Z lLirugj) pourj=i+1,..,n.
k=1

Remarquons que la division par u;; est possible puisque par hypothése on suppose que la factorisation
LU existe. De plus, toute nouveau coefficient u; ; ou /;; est obtenu en fonction des éléments de L et U
déja calculés. Ainsi, les relations précédentes et les propriétés vérifiées par les matrices L et U nous
permettent de donner I’algorithme suivant :
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Algorithme. Décomposition LU.
1. Initialisation des matrices L et U.
L=1,;U=0,;

2. Calcul de la premiere colonne de L et de la premiére ligne de U.
Pouri=1,...,n

U1i=0a1,i;
a1
lii= ;
a1
Fin pour

3. Calcul des éléments non nuls de la i-eme ligne de U et de la i-éme colonne de L.
Pouri=2,...,n

Pour j=1i,...,n
i-1
wij=aij= ) Lkt
k=1
Fin pour
Pour j=i+1,...,n
1 i-1
Lii=—(ji= ) Linuri);
Ui k=1
Fin pour
Fin pour

4. Phase de résolution du systeme triangulaire inférieur Ly = b.

5. Phase de résolution du systeme triangulaire supérieur Ux = y.

Méthode de Cholesky et décomposition A =LL7T.

Théoréeme 1.3.
Soi A € R™*" une matrice symétrique définie positive, alors il existe une matrice inférieure unique L ayant
des éléments diagonaux positifs telle que A =LLT.

La matrice L est appelée matrice de Cholesky associée a A.

Mise en ceuvre de la décomposition LLT.

Soit A une matrice symétrique définie positive et L une matrice triangulaire inférieure,
On cherche la matrice :

l11
lo1 lao
lni ln2 ... lpn

De I'égalité A = LLT et comme puisque [, ; =0 si 1< p < g <n. Alors, et identifiant les éléments de A
avec ceux de LET  on a :

n min{i,j}
ai,jZ(LLT)' = li’klj’kZ Z li,klj,k, 1Si,j5n.
R = | k=1

Comme la matrice A est symétrique, il suffit que les relations précédentes soient vérifiées pour i < j,
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c’est-a-dire que les éléments /; ; de la matrice L doivent satisfaire :

13
ajj= Zli,klj,k, l1<i<j<n.
k=1

Ainsi, pour ¢ = 1, on détermine la premiere colonne de L :

— ay1=Il11l1,1, dottl1 = /a1

N aij
— al,j = ll,llj,ly d’ou lj,l ==L

I 2<j<n.

On détermine la i-éme colonne de L(2 <i < n), apres avoir calculé les (i — 1) premiéres colonnes :

— N — i—1 72
— Q= li,lli,l +---+li,ili,i d’ou li,i =4/ai; _Z;e:lli,k

X S lplip .
— aj; =lj,1li,1 +lj,2li,2+...+lj,ili,i d’ou lj,i = %, i+1<j<n.
i,i

On voit alors qu’il y a unicité de la décomposition LT si on choisit tous les éléments l;;>0.
En résumant ce qui précede, on peut établir 'algorithme suivant :

Algorithme. Décomposition LLT.

1. Initialisation de la matrice L .
L=0,;

2. Calcul de la premiére colonne de L.

lii1=+y011
Pouri=2,...,n
a1
liz=-—";
l11
Fin pour

3. Calcul des éléments non nuls de la i-éme colonne de L.
Pouri=2,...,n

Pour j=i+1,...,n

1
lj,i:F

i-1
(@ji= 2 Lirlip);
k=1
Fin pour
Fin pour
4. Phase de résolution du systéme triangulaire inférieur Ly = b.

5. Phase de résolution du systéeme triangulaire supérieur LT x = y.

1.4 Meéthodes semi-itératives

Lorsque la taille des systemes a résoudre est grande, et vu que la résolution d’'un systéme linéaire
Ax = b de taille n requiert en général G(n®) opérations, les méthodes directes sont coliteuses en terme
de nombre d’opérations et donc aussi en terme de temps d’exécution sur ordinateur. Dans ce cas, il
est préférable d’utiliser des méthodes itératives qui construisent des solutions approchées a la solution
exacte du systeme.
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Dans cette section, nous allons décrire une classe de méthodes itératives basées sur la décomposition
de la matrice A sous la forme de matrices plus faciles & manipuler! Plus précisément, étant donnée A
est une matrice carrée inversible, on suppose qu’on puisse écrire A = M — N ou les matrices M et N sont
"convenablement choisies".

Afin de résoudre le systéme A x = b, on remplace I’équation du systéme par la nouvelle équation :
Mx=Nx+b,
et en supposant que la matrice M est facilement inversible, nous obtenons
x=Bx+c,
ouB=M"IN et c =M 1b. On voit alors qu’on peut définir le schéma itératif suivant :

£ ®+D = By®) 4 ¢
%@ donné ou a choisir

La convergence ou la non convergence de la suite x*) vers la solution exacte x* = A~1b du systéme
dépend du rayon spectrale de la matrice B. Plus précisément, nous avons le résultat suivant

Théoréeme 1.4.
La suite x® définie par x**V = Bx® + ¢ converge pour tout x© € R” si et seulement si pB)< 1.

Dans la suite, nous décomposons la matrice A sous la forme

cestadire A=D—-E—-F ou
- D=diag(ai,,...,an,y) est la matrice diagonale formée par les éléments diagonaux de A.

- —E =tril(A) est la matrice triangulaire inférieure formée par la partie triangulaire inférieure
stricte de A.

- —F =triu(A) est la matrice triangulaire supérieure formée par la partie triangulaire supérieure
stricte de A.

De plus, nous supposons que les éléments diagonaux de A sont tous non nuls et ainsi D est inversible.

1.4.1 Méthode de Jacobi

Le schéma itératif de la méthode de Jacobi s’obtient en prenant M =D et N = E + F. Ainsi, ce schéma
s’écrit
2 #tD =B x® 4 ¢ (J)
{ x® donné ou a choisir

avecBy=M'N=DYE+F)etcs=D1b.



18 CHAPITRE 1. RESOLUTION DE SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Notons que I’égalité (J) entraine que D x**V = (E = F)x® + b, et doncon a :

n
(k+1) _ (k)
aiix; ==} aix] +b;.
j=1
J#i

Ainsi, le schéma itératif de la méthode de Jacobi s’écrit :

1 & .
x(.k+1)=— b;— E aijx(.k) , pouri=1,...,n.
12 a;; . woJ
1,1 j=1 )
J#i

x© donné ou a choisir

et la matrice B est telle que

0 a2 A1,
a1 a1
ag1 0 ag3 an
az9 az9 az2
B as1 .
j=| ——
ass
. An-1,n
An-1,n-1
an,1 An.n-1 0
An.n An.n

Exemples :

- Exemple 1. Soit a résoudre le systéme

3
-15.

451 +x9
X1 —2x2

(S {

Pour obtenir le schéma itératif de la méthode de Jacobi associé au systéeme (S;) ainsi que la
matrice By et le vecteur ¢ correspondants, il suffit d’écrire :

{ PR R
(%) (B+1)  _ )
xy —2x, = -15.
ce qui donne
1
TR
@k _ 1 &)
x2 = 5(15+x1 ),
et ainsi x**V =By x® + ¢ 7, avec
1 3
0o — 4
Bj= 1 4 | et cg =
3 0 15
2

Pour savoir si la méthode de Jacobi appliquée au systéme (S1) est convergente ou non, il suffit de
détérminer le rayon spectrale de la matrice B, ; Et pour cela, nous pouvons calculer le polynéme
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caractéristique de B :
Pg,(N)=det(bg,-AD=| ; 4 [=A%+ 5

_ 1
Ce qui donne que les valeurs propres de By sont 11 =g = % et donc p(By)=—=<1.
Ainsi, la méthode de Jacobi appliquée au systéme (S1) est convergente pour tout x? € R?.
3 15
T 7)T, @ = (-1.125---, 7.875--)T, ...,

£10 = (=1.000--- , 7.000---)T. Et, on remarque alors que x® —htoo (-1, 7T,

En partant de x© = (0,0)”, nous obtenons ) = (

- Exemple 2. Dans cet exemple, nous nous intéressons encore au systéme (S1) de 'exemple précé-
dent que nous réécrivons comme suit

|
w

y1+4ye
(S2) {
2 —2y1+ye

-15.
C’est a dire qu’on a y1 = x2 et yo = x7.

En suivant la méme démarche suivie pour 'exemple précédent, nous obtenons le schéma itératif
associé au systeéme (Sg) ainsi que la matrice B et le vecteur ¢ correspondants en écrivant

y(1k+1) +4y(k) — 3
{ —2y;k)+y(1 +) _ 15
et ainsi,
y(1k+1) _ 3_4y;k)
y;ku) _ _15+2y(1k),

. ! !
ce qui donne y*+1) = B, x® 4 ¢z, avec

/ 0 -4 ' 3
BJ—( 9 0 )eth—( _15 )
Et, en calculant le polyndme caractéristique de la matrice B:,, nous trouvons que Py (1) = A28,
J
cest a dire que p(B:,) =V8>1.

Ainsi, la méthode de Jacobi appliquée au systeme (Sg) n’est pas convergente. Ce résultat est
confirmé numériquement, puisqu’on constate que x* — (co,00)T lorsque & — +oo.

Nous terminons ce paragraphe en donnant I’algorithme de la méthode de Jacobi
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Algorithme. Méthode de Jacobi.

1. Initialisation :
Choisir @ une solution de départ.

2. Itération :
Pour £ =0,1,... jusqu’a convergence
Pouri=1,...,n

n
r+1) _ 1 k
xi ) = — bi—Zai,jx;.).
aii =1
J#i
Fin pour

Fin pour

1.4.2 Méthode de Gauss-Seidel
Le choix M =D —E et N = F permet de définir la méthode de Gauss-Seidel et dans ce case le schéma
itératif s’écrit

x®D =Bax® +cq ()
%@ donné ou a choisir

avec Bg =M IN=(D-E)'Fet cag =D —E)1p.

Notons que dans la pratique, on ne calcule pas (D—E)~1, mais on résout le systeme (D —E)x**D = F x®)
F'b. Ce dernier systéme est un systéme triangulaire inférieure, donc facile a résoudre numériquement.
On obtient ainsi,

i n
ai,jx;k+l)+ Z ai,jx(.k)zbi,pourizl,...,n,
J=1

J
J=i+l
ou encore :
kD _ S e o )
+ _—— . . + p— . . . y —
@iix; = Zawxj Z CINES +b;, pouri=1,...,n.
Jj=1 J=i+l

Ceci permet d’obtenir le schéma itératif de la méthode de Gauss-Seidel qui s’écrit

-1 n
‘D _ 1 [, _(k+D) ) .
x; = bL—Zawxj —'Z aijx; |, pouri=1,...,n.
1,1 J:]_ Jj=i+1 ’
x© donné ou a choisir

Il est a remarquer que le calcul de xg}”l) -la i-éme composante de la nouvelle solution approchée x**1-

fait intervenir les valeurs des x;k ) pour j > et des x;kﬂ) pour j < i. Il est donc nécessaire d’avoir calculé

(k+1) (k+1)
XY s X g
(k+1)

i

pour pouvoir calculer x(ik *1_ Ceci n'est pas nécessaire pour la méthode de Jacobi ou le

calcul de x ne fait intervenir que les composantes de la solution approchée précédente x®.
Exemples :

- Exemple 1. Soit a résoudre le systéme

|
w

4x1+x9

(S1) { x1-2xp = -15.
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Pour obtenir le schéma itératif de Gauss-Seidel associé au systéme (S1) ainsi que la matrice Bg
et le vecteur cg correspondants, il suffit d’écrire :

PRI
D gy = 15,
ce qui donne
(k+1)  _ 1(3 _ (k))
X3 = 1 Xg
1 1 1 63 1
(k+1) _ (B+1)y _ (R)yy — — (k)
x2 = 5(15+x1 )—5(154‘1(3—.’)62 ))—...—§—§x2 .
et donc x%**V = B x® + ¢, avec
1 3
0 —-= 2
4 4
Bg = etcg =
1 63
0 —-= 22
8 8

Maintenant, calculons le polynéme caractéristique de Bg pour déterminer son rayon spectrale.
1
-2 ==
4

Pp,(A) =det(bp, —AI)=
0 -£-21

= A(% +A).

-1 1
Ce qui donne que les valeurs propres de Bg sont A1 = 5 et 13 =0 et donc p(Bg) = 3 < 1. Ainsi,

la méthode de Gauss-Seidel appliquée au systéme (S1) est convergente pour tout x© € R2.

En partant de 2@ =(0,0)7, nous obtenons x = (8, —15)T, x® =(-1.218---, 6.890---)T, ..., xV =
(~1.000---, 7.000---)T. Et, comme pour la méthode de Jacobi on remarque alors que £ ® — b t00
(-1, DT. De plus, pour cet exemple, la méthode de Gauss-Seidel converge plus vite que la mé-

thode de Jacobi puisque p(Bg) < p(By).

Exemple 2. Si on applique la méthode de Gauss-Seidel au systéme (S2) ci dessous

yi+dy2 = 3
(SZ) { —2y1+y2 —15.

on trouve que y*+1) = B;} 1" 4 c;}, avec
' 0 -4 ' -15
BG—( o ) eth—( o )

De plus, on peut vérifier que p(B’G) =8> 1. Et donc la méthode de Gauss-Seidel (comme la mé-
thode de Jacobi) appliquée au systéme (Sg) n’est pas convergente.

Nous terminons ce paragraphe en donnant I’algorithme de la méthode de Gauss-Seidel.



22 CHAPITRE 1. RESOLUTION DE SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Algorithme. Méthode de Gauss-Seidel.

1. Initialisation :
Choisir @ une solution de départ.

2. Itération :

Pour £ =0,1,... jusqu’a convergence
Pouri=1,...,n
®+1)_ 1 T ey k)
x; =— bi—Zai’jxj - Z @i jx;" |
aii J=1 j=i+1
Fin pour
Fin pour

1.4.3 Convergence des méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel

Dans cette section, nous allons donner des résultats concernant la convergence des méthodes de Jacobi
et de Gauss-Seidel dans le cas ou la matrice A est une matrice symétrique définie positive, ainsi que
dans le cas ou la matrice A est a diagonale strictement dominante.

Théoreme 1.5.
Si la matrice A est symétrique définie positive, alors la méthode de Gauss-Seidel est convergente. (Atten-
tion : La méthode de Jacobi, ne converge pas forcément!)

Théoreme 1.6.
Si la matrice A est une matrice a diagonale strictement dominante, alors A est inversible et de plus les
méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel sont convergentes.

Enfin, on peut également établir le résultat suivant :

Théoreme 1.7.
Soit A une matrice tridiagonale. Alors
p(Bgs) = p((BJ),

et donc les méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel convergent ou divergent simultanément. Si elles convergent,
la méthode de Gauss-Seidel est la plus rapide.



Chapitre 2

Interpolation polynomiale

2.1 Introduction

Soient [a, b] un intervalle de R, S = (x;)o<;<, une subdivision de [a, b] et f : [a, b] — R une fonction
connue aux (n + 1) points x; (i =0,1,...,n) de la subdivision S, c’est a dire qu’on connait les valeurs

yi = f(x;) pour i =0,1...,n.
Définition 2.1.
On dit qu’un polynéme p de degré inférieur ou égal a n (i.e., deg(p) < n) interpole f (ou encore interpole
les valeurs yo,y1,...,Yn aux (n+1) points x9,x1,...,%, Sil vérifie les conditions d’interpolation suivantes :

p(x;)=f(x;) (ouencore p(x;)=1y;) pouri=0,1,...,n.
Questions.
un tel polyndme interpolant existe t’il ?

g’il existe, est-il unique ?

comment trouver ce polynome ?

L

comment estimer I'erreur e(x) := f(x) — p(x) (dite erreur d’interpolation) pour x # x; ?

Notation : Si 2 € N, on désigne par &7, ou R;[X] I'espace vectoriel des polynémes a une indéterminée
(variable X) de degré inférieur ou égal a k.

2.2 Détermination du polynome d’interpolation

22.1 Casn=2

On écrit le systeme :

plxg) = o
(&) plx1)) = ¥
plx2) = o

Rappelons qu'on cherche p € 225 = Ro[ X ], c’est a dire qu’on cherche trois réels ag, a; et ag tels que :
p=ap +a1X+a2X2.

23
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Ainsi,le systeme () est équivalent au systéme suivant dons les inconnus sont ag, ai et ag

ao +a1x0+a2x§ = Y0
(&) apt+aixy +a2x% = )
aptaixgtagx; = Y2
Matriciellement, le systeme (#) s’écrit :
1 xo x§ ag Y0
1 x x% a1 |=| »n
1 x9 x5 as ¥2
—_—— — ~——
=V (x0,x1,%2)(=V) =a =y

Rappelons que le systéme précédent admet une unique solution si A # 0 ou A est le déterminant du
systeme () et qui est donné par :

1 xo x§
A=det(V) = 1 x x%
1 xo x5
1 0 0

= 1 x1-x0 x2—x0x1

1 xg—x0 x5—x0x2

1 x

= (@-x)xz-x0)| |

= (x1 —x0)x2 —x0)(x2 — x71).

Ainsi, pour n =2, le probleme d’interpolation une solution unique si xg, x1 et x2. Dans ce cas, on a :

ao L Yo
a=| a1 |=V | »n |,
az Y2

ot V71 est la matrice inverse de V.
Une fois les coefficients ag, aiet ag sont calculés, on a :

ao
p(x)=a0+a1x+a2x2 = (l,x,xz) ai
az
-1
1 xo x§ Y0
= (Lx, )| 1 x = 1
1 xo x5 yo
Yo
= (to, t1, t2)| 1 |,
Y2
1 xo x§ -1
avec (tg, t1, t2)=(1, x, 2 1 x x7 , C’est a dire en transposant :
1 2
X9 x2
to 11 1\ 1
t1 |=]| x0 x1 X2 x |,

to Xy X7 X5 X
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ou encore
1 1 1 1 to
x =| x0 x1 X2 t1
x2 x% x% x% to
—— ——
=X =M =t

En résolvant le systéme M¢ = X (d’inconnue le vecteur colonne ¢), on obtient

1 1 1
X X1 X2
o= x2 x% x% _ (x1 — x)(x2 — x)(x2 — x1) _ (x —21)(x — x2)

1 1 1 (a1 —x0)(w2 —x0)xg —x1) (20 —21)(xp — x2)’

X9 X1 Xg

2 22 a2

ainsi que
1 1 1
X0 X X2
x% x2 x% (x —2x0)(x —x2)
t1= =...=
1 1 1 (1 —x0)(x1 — x2)
X0 X1 X2
xg Ay
et
1 1 1
X0 X1 X
. X % @l @-x)e-x)

1 1 1 (x2 —x0)(2x2 — x1)
X0 X1 X2
xg Ay

On pose alors [o(x) =g, [1(x) = t1 et [9(x) = t2 (qu’'on appelle polynémes de Lagrange associés aux points
x0, x1 et x9). Dans ce cas, on a :
p(x) = yolo(x) + y1l1(x) + yala(x).

2.2.2 Cas général

On cherche p € &2, vérifiant le probléme d’interpolation p(x;) = y; pour i =0,1,...,n, c’est a dire, on
cherche ag,aq,...,a, telsque p=apg+a1 X +...+a, X" et vérifiant les (n + 1) équations ci-dessous :

a0+a1x0+...+anx8 =
aptarxi+...+ta,xf = yn
(&) .
apg+aixp+...+apxl = y,
La forme matricielle de ce systéeme est :
1 xy «2 x a Vi
0 g 0 0 0
1 x1 x7 xf a1 1
2
1 xo x5 xy az | =| »2
2 n
1 x, x xp an Yn
~ ——
V(x0,x1,...,xn)(=V) =a =y
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Le déterminant A du systeme (#) précédent est appelé déterminant de Vandermonde associé aux coef-
ficients xg,x1,...,x,. Ce déterminant s’écrit :

2
1 x9 x8 xg
1 x x% xf
A=det(V) = |1 % % x5 |
1 x, «2 x5

et on montre que :

A=[Ji-xp= ] (i—x).

i>j O<j<isn
D’ou le résultat suivant :

Théoréme 2.1.
Le polynéme d’interpolation p = ag+a1x +...+a,x" interpolant les valeurs yg,y1,...,yn existe et est
unique si et seulement si x; Zxj, Vi#J.

Exemple.

— Question. On considere la subdivision xo = 0, x1 = 1, x9 = 4, x3 = 9. Déterminer le polynéme
d’interpolation de la fonction f définie pour tour tout x € R* par f(x) = \/x en xq, x1, X2 et x3.

— Réponse. En utilisant la base canonique, le polynéme recherché est sous la forme p = ag+ai +
asx? +a3x®, ot ag, a1, as et ag sont quatre réels qu’on détermine comme ci-dessous :
En écrivant

pxo) = ((xo)=0
plx1) = flx1)=y
S
)\ ) = fla=y
plx3z) = flx3)=ys3
on obtient le systéme

ago = 0
ap+ai+ag+as =1
() ao+4a1+16ag+64a® = 2 7
ao+9a1+8lag+729¢® = 3

qui s’écrit matriciellement sous la forme

o S
W N H-=O

0
1
4 16 64 ag
9 81 729 as
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Ainsi
a0 10 0 o0\'/o0
ap | |11 1 1 1
as | T |1 4 16 64 2
as 1 9 81 729 3
1 0 0 0 0
49 3 _3 1 1
= LA TR S | 9
s T N T 3
36 24 60 360
0
37
- 30
1
60

Ainsi le polynome p recherche vérifie p(x) = %x - %xz + %x?

Remarque 2.1.
— La taille du systeme # augment avec le nombre de points d’interpolation.
— la résolution du systeme & étant difficile & réaliser, on préfere utiliser les polynémes de Lagrange
(ou encore les polynémes de Newton) pour déterminer le polynéme d’interpolation.

2.3 Les polynomes de Lagrange

Définition 2.2.
On appelle polynémes de Lagrange relatifs (ou associés) aux (n + 1) points xg,x1,...,%X, (qu'on suppose
deux a deux distincts) les (n + 1) polynémes notés Ly,L1,...,L, de degré n chacun et vérifiant :
1 si i=j
Litep)=0i;:= { 0 si i#j.

2.3.1 Expression des polynomes de Lagrange
Soit i € {0,1,...,n}, le polynéme L;, étant de degré n et s’annulant aux n points x9,%1,...,%i-1,%i+1,---,%n,
alors, il existe a; € R tel que ce polynéme s’écrit sous la forme :
n
Li(x)=a; [[(x—x)).
=0
J#i
n
De plus, comme L;(x;) =1, il vient que L;(x;) = a; H(xi —x;)=1, ce qui entraine que
=0
J#i
B 1
-~
[Txi-xp)
j=0
J#i

a;

Et finalement le i-eéme polynéme de Lagrange est donnée par :

Li(x):ll[(x—xj)'

0 T
J#i

Exercice. Montrer que la famille ¥ ={L¢,L1,...,L,} est une base de ’espace vectoriel &,.



28 CHAPITRE 2. INTERPOLATION POLYNOMIALE

2.3.2 Le polynome d’interpolation dans la base de Lagrange

La famille Ly,L1,...,L, des polynémes de Lagrange étant une base de I'espace &,, alors

n
VP e2,, Mag,ai,...,a,) € R**1 tel que P(x) = Z a; L;(x), pour tout x € R.
i=0

En particulier, pour x =x; (j=0,1,...,n),on a:
n
P(x;)= ZaiLi(xj)zaj pour j=0,...,n.
i=0

D’ou la formule de Lagrange :

n
VPeP,, Vx€R, P(x)= Y P(x)L;x).
1=0

Ainsi, on a le résultat suivant :
Théoréeme 2.2.

Dans la base de Lagrange, le polynéme p, interpolant une fonction f (ou des valeurs yg,y1,...,¥n) aux
points x9,x1,...,Xy,, est donné par :

pr@)=) flx;)Li(x)= ) y;Lix).
1=0 i=0

Exemple.
— Question. Cherchons p le polynéme interpolant la fonction f(x) = \/x aux points 0, 1, 4 et 9.

— Réponse. En notant x9 =0, x1 =1 x9 =4 et x3 =9 et en utilisant la base de Lagrange, on peut
affirmer que :

p(x):=p3(x) = f(x0) Lo(x)+ f(x1) L1(x) + f(x2) L2) + f(x3) L3(x),

ou
_ (-x)x-xp)x—x3) 1
Lo(x) = o= %1000 —22) (@0 —x3) 36(x D(x-4)(x—-9),
_ (-—xp)x—xp)x—x3) 1 o
L= (x1 — x0)(x1 —x2)(x1 —x3) 24x(x H-9),
_ (-xp)x—x1)x—x3) 1 O
Lax)= (x2 — x0)(a2 — 21)(x2 —x3) 60x(x Dix=9),
et

woxow—x)e—x2) _ 1 g,

L = =
3() (x3 —x0)(x3 —x1)(x3 —x2) 360

Et comme f(xg) =0, f(x1)=1, f(x2) =2 et f(x3) =3, alors
p(x)=L1(x)+2Lo(x)+ 3L3(x).

En retournant a la base canonique de &3, on obtient p(x) = %x - %x2 + %x:%.
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2.4 Les polynéomes de Newton

Définition 2.3.
On appelle polynémes de Newton relatifs (ou associés) aux (n+1) points xg,x1,...,%, (qQu’on suppose deux
a deux distincts) les (n + 1) polynémes notés No,N1,...,N, définis pour tout x € R par :

No(x)=1, Ni(x) =x—x0, ..., Np(x) =(x —2x0)(x —x1)...(x —x,-1),
cest a dire
i-1
Ni(x)=(x—-xo)x—x1)...(x —x;-1) = l_[(x—xj)pour i=0,1,...,n.
J=0
Remarque 2.2.
Le dernier point x, n’intervient pas ans la définition des polynémes No,N1,...,Np.

Exercice. Montrer que la famille A = {Ny,N,...,N,} est une base de I'’espace vectoriel 2,.

2.4.1 Différences divisées

Définition 2.4.

Soient x¢,x1,...,%n, n+1réels deux a deux distincts. On appelle différence divisée d’ordre k de la fonction
f aux points xi,%i,...,%i, (otv ij€{0,1,...,n} et ij #i; pour j #1) lexpression notée (f,xi,,...,%i,] et
définie par la récurrence :

_ [f’xil’-'-’xik] - [f’xio’-“yxik_l]

[f’xio"'-’xik] - xik—xio ’

Sachant que la différence divisée d’ordre 0 est définie par
[f,x;1=f(x;). pour i=0,1,...,n.
Illustration.

— ordre O : [f,x;]1=f(x;), pour i =0,1,...,n.

— ordre 1: [f,xi,xj] = M, pour i,j=0,1,...,net i #j.
Xj—X;
[f5xj7xk]_[f’xi’xj]

— ordre 2: |f,x;,xj,xp| = ,pouri,j,k=0,1,....neti#j, i #k, j#k.
J

XE —X§

2.4.2 Le polynome d’interpolation dans la base de Newton

La famille des polynomes de Newton étant une base de ’espace vectoriel £2,, alors on peux ut écrire le
polynéme d’interpolation p d’une fonction f aux points xg,x1,...,x, dans cette base. En effet, on montre
par récurrence le résultat suivant : Ainsi, on a le résultat suivant :

Théoreme 2.3.
Dans la base de Newton, le polynéme p,, interpolant une fonction f aux points xg,x1,...,X,, est donné
par:

pn(x) = Z [f7x07x1""yxi]Ni(x)-
i=0

Exemple.
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— Question. Reprenons le précédent exemple et cherchons p le polyndme interpolant la fonction
f(x) = /x aux points 0, 1, 4 et 9.

— Réponse. En notant x9g =0, x;1 =1 x9g =4 et x3 =9 et en utilisant la base de Newton, on peut
affirmer que :

p(x) = p3(x) = [f,x0] No(x) +[f,x0,%1]1 N1(x) +[f,x0,%1,%2] Na(x) + [f,x0, %1, %2, ¥3] N3(x),
ou
No(x)=1, Ni(x)=(x—x0) =x, No(x)=(x—x0)(x—x1) = 2(x—1) et N3(x) = (x—x0)(x—2x1)(x—x2) = x(x—1)(x—4),

et les différences divisées sont calculés par le schéma suivant :

x; ordre0 ordrel ordre 2 ordre 3
0 0=l

1=Lf x0,%1]

1 =[f,x0,%1,%2]

1 1 -3

1 1 =[Fx0,x1,22,x3]
4 9 3 B % 60

1

5
9 3

Ainsi, dans la base de Newton, le polynéme d’interpolation p de f s’écrit :

1 1 1 1
px) =0No(x)+1N1(x)—- gNz(x) + %Ns(x) =Ni(x) - gNz(x) + @N3(x).

De méme, on vérifie que ce polynéme s’écrit dans la base canonique sous la forme p(x) = %x -

1.2, 1.3
4x+60x.

Questions.

1. Que se passe t’il si on rajoute un point x4 aux abscisses xg, x1 x2 et xg lorsqu’on utilise :
. la base de Lagrange ?

. la base de Newton ?
2. Faut-il refaire tous les calculs ?

3. Laquelle des deux bases a plus d’intérét ?

2.5 Erreur d’interpolation

Théoréme 2.4.

Soit f une fonction de classe C"*1 sur [a, bl ot a = 0m.in {x;} et b = max{x;}. Alors
<i<n

O<i<n
f(n+1)(éx) n
V x€la, bl, 3¢, €la, bl, tel que e(x) := f(x) — pnp(x) = W il:!)(x—xi).

Preuve.
Comme f(x;) = p,(x;) pour i =0,1,...,n, alors il existe une fonction réelle A telle que

f(x) = pn(x) =hx) [ [ —x)).
i=0
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n
Pour x fixé et x #x; (1 =0,1,...,n), posons g(t) = f(¢)— pn(t)—c H(x —x;) ou ¢ est un parameétre réel

i=0
choisi tel que g(x) = 0. Dans ce cas, la condition g(x) = 0 entraine que
@) - palx)
==
H (x—x;)
i=0

Maintenant, remarquons que la fonction g est de classe C**! sur [a, b] et de plus

gx)=0
gx;)=0 pouri=0,1,...,n

Cest a dire que g admet n + 2 racines distinctes deux a deux et est de de classe C"*! sur [a, b].
Cela entraine que g admet n + 1 racines distinctes deux a deux et est de de classe C" sur [a, b].
Et en réitérant, on a g admet n racines distinctes deux & deux et est de de classe C*! sur [a, b] et

finalement, on arrive & vérifier que g""*1 admet une racine sur la, b[. Ainsi,
3¢, €la, bl, tel que g™ V(&) =0.

Or, g™ V(8) = F* V(@) - pP+P(#) - e(n + 1)), et puisque p\ ™ (#) = 0 (car deg(p,) < n) et g"+V(&,) =0
alors on vérifie que

AR (PR
T (+1)! [1Ge~

i=0

c’est a dire que
[0 oy
(x -

f(x)_pn(x)_ n+ 1) u

Remarque 2.3.

— En posant M,.1 = sup | ,ona
1

tela, b

M (b _a)n+1
sup le()l= sup If(x)-pnlx)ls ————
x€la, bl x€la, bl (n+1)!

— La majoration de Uerreur d’interpolation donnée ci-dessus peut laisser croire que si le nombre
d’abscisses d’interpolation n est grand, alors le polynéme d’interpolation p, de f aux points d’in-
terpolation xg,x1,...,X%, tend vers f. En fait, on n’a pas nécessairement lir+n f(x)—pr(x) =0 pour

n—+oo
tout x € [a, b] car cette limite dépend aussi de la fagon dont la quantité M,, se comporte lorsque la
valeur de n devient large. Lexemple ci dessous permet d’illustrer cette remarque.

1
E le. Int lation de l ti =—
xemple. Interpolation de la fonction f(x) 119522
1
Soit f la fonction réelle définie sur R par f(x) = 15952 pour tout x € R. On cet exemple, on illustre
x

I'interpolation de cette fonction par des polynomes de degré n (n =4, 8, 10) associés a deux subdivisions
de l'intervalle [a, b] (a = —1et b = 1). Pour cela, on considere (x;)i=0,1,....» et (x;)i=0,1,....» les deux subdivi-
sions suivantes :
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— la premiere subdivision (x;);=o,1,..,» est la subdivision réguliére associée a [a, b] et est définie
par :

—a

x;=a+ih, pouri0,1,...,n,etouh=
n

— la deuxiéme subdivision (x;)izo,l,m,n est la subdivision de Tchebytchev associée a [a, b] et est
définie par :

’ - 2i+1 .
x;=a+——|1+cos| ——m|| pouri=0,...,n.
2 2(n+1)
n=4, subdivision reguliere n=4, subdivision de Tchebytchev
1 T N
N
4 \
// N
08t / N ,
/ \
/ \
/ \
L / 4
0.6 , \\
/ \
/ \
/
\
0.4- ’ \ i
! \
/ \
/ \
0.2f ! \ B
/
/ \
/ \
/
L \ P
of , . ;
\ /
\ / \\ i
\ ’ \ !
0.2 \ / \ .
\ / \ /
\ / \ /’
7
A ~ i N ~ 7
_04 T . . . . . . . I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.8

0.6

0.4

15 L L L L L L L 1 L -0.2 L L L 1 1 1 L L L

Nous observons que, au voisinage des extrémités de I'intervalle [-1, 1], le polynéme associé a la sub-
division réguliére xg,x1,...,%, présente de grandes oscillations (instabilités numériques). Il n’en est
pas de méme pour le polynéme associé a la subdivision de Tchebytcehv xé),xrl, ... ,x/n. Ainsi, il n’est pas
recommandé d’interpoler une fonction f par un polynéme de degré n élevé en des points équidistants.
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n=10, subdivision reguliere n=10, subdivision de Tchebytchev
2 T T T T T

2.6 Tlalgorithme de Neville-Aitken

Etant donnée une fonction f connue aux points d’'une subdivision xg,x1,...,x, de I'intervalle [a, b]. Si
les (n + 1) abscisses xg,x1,...,X, sont distinctes deux a deux, alors il existe un unique polynéme P de
degré inférieur ou égale a n interpolant f aux (n + 1) points xg,x2,...,x%,. Un tel polyndome peut étre
calculé en utilisant soit la base de Lagrange soit la base de Newton ou encore en utilisant de le procédé
de Neville-Aitken. Dans ce dernier cas, le polynéme d’interpolation P est calculé de fagon récursif.

2.6.1 Description de ’'algorithme

Soit £ €{0,1,...,n} et m €{0,1,...,n — k}. Désignons par Pp, ;, le polynéme de degré inférieur ou égal a &
(i.e., deg(Py, 1) < k) interpolant f aux (k + 1) points x,;,%m+1,...,Xm+%. Le polynéme P,, ;. existe et est
unique car les points x,,,Xm+1,--.,Xm+% sont distinctes deux a deux et on a

Vx€R, Ppolx)=f(xy), pourm=0,1,...,n—k.
En effet, comme deg(P,,0) =0, alors deg(Py, 0) est un polynéme constant et ainsi Vx € R, Pp, o(x) =c
(ou c est constante réelle). Et comme P, o interpole f en un seul point x,,, alors ¢ = Py, o(xy) = f(xm).
On peut également établir le résultat suivant :

Proposition 2.1.
Pour tout k€{1,2,...,n}, on a
(X =2m) Prg1,-1(%) = (X = X4 ) Pry - 1(x)

VxeR, Ppp(x)= ,pourm=0,1,...,n—k.
Xm+k —Xm

Preuve :

Posons
(6 —2m) Prt1,6-1(%) = (X = X4 ) Pro p—1(x)
Qx) = )

Xm+k —Xm

alors @ est un polyndéme de degré inférieur ou égale a % vérifiant

Qxm) =f(xm), Qxnsr)=fXmir), et Q(x;)=f(xj) pour j=m+1Im+2,....m+k—1.

Ainsi @ = Py, ,,, d’apreés I'unicité du polynéme d’interpolation.
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Le résultat précédent montre donc que 'on peut calculer le polynéme P de degré inférieur ou égale a n
interpolant f aux (n + 1) points x¢,x2,...,%, puisque P = Py ,. En fait, on a le schéma itératif suivant :

Py
Py
Pyo Py
P N\
Py : AN
: Popn-1
PO,n
Pipa
/
/
P, 1p P, 5o
P, 11
Pn 0

2.6.2 Mise en oeuvre de l’algorithme

Soit x € R et P le polynome interpolant une fonction f en xg,x1,...,%,. Pour calculer P(x), on peut utili-
ser l'algorithme suivant :

Algorithme : Schéma de Neville-Aitken

- Initialisation : pour m =0,1...,n faire

am = f(xm);
fin pour.
- Itération  :pour k=1,2,...,n faire

pour m=0,1,...,n—Fk faire
_ (x_xm)am+1 _(x_merk)am .
m — B
Xm+k —Xm
fin pour.

fin pour.




Chapitre 3

Intégration numérique

3.1 Quelques outils de base

Avant d’aborder la sujet de ce chapitre, rappelons ou donnons quelques outils mathématiques de base
qui sont nécessaires pour aborder ce chapitre.

Théoreme 3.1. (1ére formule de la moyenne -cas continu-)
Soient u et v deux fonctions continues sur [a, b] telles que u est de signe constant dans [a, bl. Alors

b b
In €la, bl telque[ u(t)v(t)dt:v(n)f u(t)dt.

a

Théoreme 3.2. (1ére formule de la moyenne -cas discret-)
Soient v une fonction continue sur [a, bl, t1,ta,...,ts, s+ 1 points de lintervalle [a, bl et uy,us,...,us,
s+ 1 constantes, toutes de méme signe. Alors

S S
Inela, b] tel que Z upv(ty)=v(n) Z Up.
k=0 k=0

Théoreme 3.3. (1ére formule de Uerreur d’interpolation)
Soient f une fonction de classe C**1 sur [a, bl et p, le polynéme d’interpolation de la fonction f aux
abscisses xg,x1,...,%, (x; €[a, bl pour i =0,1,...,n). Alors, pour tout x € R, on a

(n+1) n
() I

EFSIREE Sl

3¢, €la, bl, tel que e(x) := f(x)— pp(x) =

Théoreme 3.4. (2éme formule de Uerreur d’interpolation)
Soient f une fonction de classe C™*1 sur [a, bl et p, le polynéme d’interpolation de la fonction f aux
abscisses xg,x1,...,%, (xj €la, bl pour i =0,1,...,n). Alors, pour tout x€R, on a

e(x):=f(x)—pr(x)=If,x0,%1,...,%n,x] H(x—xi).
=0

Théoréme 3.5. (Théoréme de Cauchy) Soit f une fonction de classe C**1 sur Uintervalle [a, b] contenant
les points deux a deux distincts x;j, i =0,1,...,n. Alors pour tout x € [min; x;, max; x;]

f(n+ 1)(536)

3¢, € [minx;, maxx;] tel que [f,x0,%1,-..,%n,x] = .
i i (n+1)!

35
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3.2 Introduction

— On désire calculer les intégrales suivantes :

1 z 1
a2 2 .
f e ™ dx, f V' 1+cos2xdx, f e dx,
0 0 -1

\ . . e . 2
— Probléme : on n’a pas d’expression analytique de la primitive des fonctions : x — e ™ , x —
’

V1+cosZx, x — eS0¥

— Solution : on va appliquer des méthodes numériques pour évaluer (approcher, approximer) la
valeur de I'intégrale donnée

Ainsi, le probléme posé peut étre formulé de la facon suivante : étant donnée une fonction f : [a, b] — R
continue (ou dérivable, de classe C*, ...), on se propose de calculer numériquement la quantité

b
1(f) = f F)da.

3.3 Quelques formules d’intégration "simples"

3.3.1 Formule du rectangle

- Rectangle a gauche. La valeur de I(f) est approchée par 'aire du rectangle %2 de sommets
(a,0), (a, f(@), (b,f(a)), (b,0) comme illustré par la figure suivante :

rectangle a gauche
6 T

Ainsion a

I(f)=(b-a)f(a).

- Rectangle a droite. La valeur de I(f) est approchée par I'aire du rectangle 22 de sommets (5,0),
(b,f(b)), (b, (b)), (a,0) comme illustré par la figure suivante :
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rectangle a droite
6 T

Ainsion a

I(f) = (b-a) f(b).

- Rectangle (ou point milieu). La valeur de I(f) est approchée par l'aire du rectangle % de
sommets (a,0), (a,f(%)), (b,f(%))), (b,0) comme illustré par la figure suivante :

rectangle (ou point milieu)
6 T

Ainsion a

1)~ (b —a)f(#).
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3.3.2 Formule des trapezes

La valeur de I(f) est approchée par 'aire du trapeze 9~ de sommets (a,0), (a, f(a)), (b, f(b)), (b,0) comme
illustré par la figure suivante :

trapéze
6 T

Ainsion a

1
I(f) = 5(b —a)(f(a)+ f(b)).

3.3.3 Formule de Simpson

La valeur de I(f) est approchée par I’aire de la parabole &2 passant par les points (a, f(a)), (%, f (%))
et (b, f(b)) comme illustré par la figure suivante :

Simpson

---p
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Ainsi on a 1 b
+
1(F) = 26 -a)(f(@) +4f<“7>+ (b))

3.4 Obtention des formules de quadrature

Soit f une fonction réelle définie sur [a, b], on désire calculer une valeur approchée de I'intégrale

b
1) = f f@)dx.

3.4.1 DLidée

Liidée de base est d’écrire
f(x) = p(x)+e(x), pour tout x € [a, b].
ou p est le polynéme interpolant f en des abscisses xg,x1,...,%X, (x; € [a, b]) et e(x) étant I'erreur d’in-

terpolation.
Ainsi, en intégrant on a :

b b b
1) = f F)dx = f p()da+ f e(x)dx.

a
~

=Io(f) =Eq(f)

En utilisant 1a base de Lagrange, le polynéme d’interpolation p := p,, s’écrit :

p(x)=pnlx) =) fx;)Li(x),
iz0

et 'erreur d’interpolation e s’écrit

B f(n+1)(6x) n '
e(x)— W H(x—xl).

i=0
Ainsi

b n b
Io= [ patrdz=3 fe) [ Litwds,
a i=0 a
c’est a dire b
IQ(f)=ZAif(xi), OflAi=f Li(x)dx.
=0 a

Remarque 3.1.

— Les coefficients A; (appelés poids) ne dépendent pas de la fonction f.

— La quantité Io(f) = L7_A; f(x;) représente la valeur approchée de I(f), on écrit alors : I(f) =
I Q(f ).

— Les abscisses x; (1=0,1,...,n) sont appelés les noeuds.

— Les coefficients A; sont déterminés de telle sorte que l'erreur de quadrature Eq(f) soit nulle lorsque
f € E ou E est un ensemble a préciser. En général E est l’espace des polynémes de degré inférieur
ouégal a n,i.e, E=22,=R,[X]

Définition 3.1.
On dit que la formule de quadrature

b n
f f@dx=3 A; fa)+Eq(f),
a =0

est exacte sur l'ensemble E si et seulement si Eq(g) =0 pour tout g€ E.
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3.4.2 Etude de quelques exemples classiques

e Cas n =0 et xg = a. La formule de quadrature s’écrit :

b
f ) dx = Ao (@) + Eq(f) @,
ou Eg(g) =0 pour tout g € Ro[X].

Ainsi, en prenant g =1 (i.e. g(x) = 1 pour tout x € [a, b]), alors la formule de quadrature (Q)
donne que b —a = Ag. et pour déterminer 'erreur Eq(f), on sait que

b U
EQ(f):f (x—a) f (&) dx, oudéy€la, bl.

=u(x)=0 =:ww(x)

Ainsi, en appliquant la premiére formule de la moyenne, on a da €]la, b[ tel que

b_(b_a)2 ,

2 ) 5 [ (@.

/ 1
Eqg(f)=1 (a) E(x—a)

Finalement, on a
(b-a)?
2
et I(f) est approchée par (b —a) f(a), i.e., I(f) = (b —a) f(a). On remarque alors que I'on retrouve
la formule du rectangle a gauche qui est exacte sur &.

f (@), ouacla, bl

I(f)=0b-a)f(a)+

e Cas n =0 et xg=b.De la méme fagon que précédemment, la formule de quadrature s’écrit :

b
f f@)dx = Ao f(b)+Eg(f) )}

ou Eq(g) =0 pour tout g € Rg[X]. Et on vérifie que 'on retrouve la formule du rectangle a droite
qui est exacte également sur &7 et qui est donnée par.

(b-a)?

I(f)= (b -a)f(®)+ —5—[ (B, ou pela, bl.

e Casn=0etxg= %. Dans ce cas, la formule de quadrature s’écrit :

b b
f f)dx=Ag f(%) +Eo(f) @),

En écrivant que Ig(g) est exacte sur %, i.e., Eq(g) = 0 pour g = 1, on vérifie que Ag = b—a. Ainsi,
I(f)=( —a)f(%)wLEQ(f), avec

b
a+b s
EQ(f)=f (x—T)f Cx)dx, (Ex€la, bD).
a
Notons que la fonction x — x — % change de signe dans [a, b] et donc on ne peut pas appliquer
la premieére formule de la moyenne. Pour déterminer 'erreur de quadrature, on va utiliser la
deuxiéme expression de ’erreur d’interpolation a savoir que :

b
EQ(f)=f (x —x0)lf,x0,x]1dx avecxo=a;b-
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En utilisant la décomposition suivante :
(x _xO)[f7x07x0’x] = [f’xO’x] - [f’x()?xo]?

on a

b
Eo(f) f (I 20,01 + (x — 20 0, %0, x]) (x - x0) dx

b b
f[f,xo,xo](x—xo)dx+f [f,x0,%0,x]1(x — x0)% dx

b b
[f,xo,xo]f (x—xo)dx+f [f,x0,x0,x] (x—xo)z dx
a @ —— ——

=:v(x) =:u(x)=0
=0

b
[f,xo,xo,)’]f (x—xo)zdx ou y €la, bl

ol on a appliqué la premiére formule de la moyenne. Finalement, en utilisant le théoréme de
Cauchy, on obtient la formule de quadrature du point milieu qui s’écrit :

a+b. (b-a)P
)+

2 24 f (1) ou A€la, bl.

b
f f)dx=(>B-a)f(
a
Remarque 3.2. On note que la formule du rectangle est encore exacte sur &1 et pas simplement

sur Py alors que les formules du rectangle & gauche et & droites sont exactes uniquement sur &.

e Casn=1et xg=a, x; =b.Dans ce cas, la formule de quadrature s’écrit :

b
f F()dx = Ao fla)+ Ay F(B)+ Eq(f) @,
ol Eg(g) =0 pour tout g € R{[X].

En prenant respectivement g = 1 puis g = x dans la formule de quadrature (®), alors par un
simple calcul, on trouve que Ag = A = %(b —a). Ainsi, on a I(f) = %(b —a)(f(a)+ f(b)) + Eq(f),
avec X
Eq(f)= f (x—x0)(x—x1)[f,x0,x1,x]1dx avecxg=a et x;=>b.
a S ~ ~-

=:u(x) =:(x)

En utilisant respectivement la 1ére formule de la moyenne et le théoréme de Cauchy, on a :

Eq(f)

b
(fx021,61 [ G-ade—b)dx ouela, B,
a
" b
= M[ (x—a)x—-b)dx,
2 Ja
= e-ar o
BT R
Finalement, on voit que la formule obtenue est celle du trapeze. Cette formule s’écrit

b 1 -1 "
f fx)dx = Q(b —a)(f(a)+ f(b)+ E(b —a)f (n) ouncela, bl.
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Remarque 3.3. On note que la formule du trapéze est exacte seulement sur 2.

e Casn=2etxg=a,x1= %, x9 = b. La formule de quadrature s’écrit :
b
f fx)dx=Aof(a)+A1f(a+b2)+Asf(b)+Eg(f) @),
a
ou Eg(g) =0 pour tout g € Ro[X].

En écrivant que Eq(g)=0pourg=1,g=xet g= x2, on obtient la systéme

b

fldx = Ag+A1+Ay

a

b

[xdx = x9Ap+x1A1+x34A9
a

b

/;xzdx = x%A0+x%A1+x%A2

oulxg=a,x1= % et x1 = b. Ainsi, en développant les calculs, on obtient le systeme

Apg+A1+As = b-a
aA0+%A1+bA2 = b25a2 ,
a®Ag+(%L2 A +024, = o2

dont la solution est Ag = A1 = b%“ et Ay = %f((“;—b)).

En utilisant une démarche similaire a celle des cas précédents, on montre que I'erreur de qua-

drature E(f) est donnée par Eq(f) = —% F@W) ouvela, bl.

Finalement, la formule qu’on retrouve pour le cas n =2, xg = a, x1 = % et xg = b est celle de
Simpson. Cette formule s’écrit :

a+b b-a)
2 O og50

Remarque 3.4. On note que la formule de Simpson est exacte sur P et pas simplement sur Po.

f(4)(v) ouve€la, bl.

b 1
f flx)dx = g(b —a)(fa)+4f(

3.5 Les formules composites

Liidée des méthodes composites est simple et repose sur la linéarité de l'intégrale. En effet, on peut
écrire
b @y ag an
f f(x)dxzf f(x)dx+f f(x)dx+...f f(x)dx,

a @g al aN-1
ouag=a,any=>b,et aj,aq,...,any—_1 sont des points de I'intervalle [a, b]. Généralement, ces points sont
équidistants mais dans certains cas le choix de ces points peut tenir compte de 1’allure de la courbe de
la fonction g a intégrer (si cette allure est connue).

Dans la suite, on considére que les points ag,a1,...,any sont équidistants, i.e., @; = a +iH pour i =
0,1,...,N ot H = %%, Ainsi,

b N-1 praps1
f fx)dx = Z f(x)dx,
a k=0 Y%

:Slk
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et alors, on doit calculer une valeur approchée de 'intégrale I, a I'aide d’'une formule de quadrature (de
type Newton-Cotes) avec n généralement faible, n =0,1,2.

3.5.1 Formule composite du rectangle

Sachant que

ap+a (@1 —ap)® .
k 2k+1)+ k+124 k f (Ax) ou A €lay, apsil,

H H3 .
Hf(ak+5)+§f(/1k).

~
£
|

(ap+1—ap) f(

il vient, en utilisant la premiére formule de la moyenne pour le cas discret, que

b N-1 3 N-1 .
fa flx)dx = H Zf(ak+§)+ o1 ZRI,_,f(/lk)’
—:Uk _'u(ﬂ'k)
N-1 H3 N-1
= H)Y f(a+(2k+1)—)+—f ‘(1) Z 1 ouAe€la, bl.
k=0
=N
N-1 (
= HY f(a+(2k+1)—)+ Hzf A).
k=0
::IO,N(f) ::EO,N(f)
3.5.2 Formule composite du trapeze
Dans la cas de la formule du trapeéze, on a
1 1 "
I = Slapa—ap)(flap) + flapa)) - 5@k —ap)l’f () ouny €lay, apl,

1 1 "
= SH(fla+kH)+fla+(k+DH) - EH3 f ().

De méme, en utilisant la premiere formule de la moyenne pour le cas discret, on vérifie que

H N-1 N-1 1
(Z fla+EH)+ Z f(a+(k+1)H))——H3 Z f )

fabf(x)dx

- 3 (f(a)+2 ¥ f(a+kH)+f(b))—EH3N f @), ounela, bl
k=0

£=0 &,_,

=E1N(f)

= H|f@+ Zf(a+kH)+ F(b) -y f'm.

::11,N(f)

3.5.3 Formule composite de Simpson

Dans la cas, on rappelle que

1 1
I, = —(ak+1—ak)(f(ak)+4f(%)+ f(ak+1>)—w(akﬂ—akff(“’(m) ot v, €lay, apil,

= EH fla+kH)+4f(a+k+ 1)—) +fla+k+1DH)| - ——H? fD(vp).

2880
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Ainsi, en utilisant des calculs et critéres similaires a ceux des formules composites du rectangle ou du
trapeze, on montre que

b H N-1 N-1 H (b-a) 4 o8
f f@de==|f@+2 Y fla+kH)+4 ¥ f(@k+1)=)+f(B)|-——ee H*fP(v) ot nela, bl.
a 6 k=0 k=0 2 N 2880
::12’1\[ =5E2,N

3.6 Formules de Gauss

Toutes les formules de quadrature vues précédemment sont de la forme (dite interpolatoire). En effet,
si P, interpole f aux abscisses fixées xg,x1,...,x, alors

b n
f f)dx=) Aif(x)+Eq(f), @)
a =0

oules A; = fab L;(x)dx ne dépendent pas de f. De plus la formule (®) est exacte sur &,.
Maintenant, on considére, le probléme suivant : étant donnée la formule de quadrature (@), on cherche a

déterminer les coefficients A; ainsi que les abscisses x;, i =0,...,n pour que cette formule de quadrature
soit exacte sur %Py, 1.

3.6.1 Casn=0

La forme de quadrature que l'on cherche a la forme suivante :

b
f f)de~Aofxo), (@)

ou les inconnues Ag et xg sont a déterminer. En écrivant que (@) est exacte sur &, c’est a dire que

b
/ g(x)dx = A g(xp) pour g € {1,x},

b
f ldx
b
f xdx
a
b-a

Ag
2 9
Ao xo b

etdonc Ag=b-aetxy= %. On voit alors que l'on retrouve la formule du point milieu.

on obtient les deux équations

Ag

Agxg

c’est a dire

b
f f)dx (b—a)f(%).

362 Casn=1

La formule de quadrature recherchée a la forme

b
f FGdx = Ao flxo)+A1 FxD), (@)
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ou les coefficients Ag, A et les abscisses xg, x1 sont & déterminer en imposant que (®) doit étre exacte
sur %s.

Pour résoudre ce probléme tout en simplifiant les calculs, on va travailler sur I'intervalle [-1,1], puis
on se rameénera sur l'intervalle [a, b] & 'aide du changement de variable

x(t)=at+p, avecx:=x(t)ela,blette[-1, 1],

etou a= b%“ et B= %. Ainsi, comme dx = adt =, x(-1) =a et x(1) = b, il vient que :

b _ 1
ff(x)dxzb—af h(t)dt,
a 2 -1
ol h(t) = flat+ B)=(f ox)(#).

Ainsi, en posant

1 !
flh(t)dtzBoh(t0)+B1h(t1), @)

on reformule le probléme comme suit :

trouver tq, t1 et By, B tels que la formule (Q’) soit exacte pour g € {1,¢,2,t3}. Cette derniére condition
fournit le systéme non linéaire suivant :

Bo+ By 2 (1)
Boto+Bit1 = O (2)
Bot2+B1t2 = 2 (3
Bot§+Blt;1' = 0 (4)

En multipliant les équations (1), (2) et (3) par t( et en retranchant respectivement les équations (2), (3)
et (4), on trouve que

1
tot1=—§, to=-t1 et Bo+Bi1=2, Byg—B;i=0.

Finalement, on prend ¢g = -1 = :/—zl; et Bg = B1 =1, et la formule de quadrature (Q/) recherchée est donc

1 !
h d~h—— h
f_l (hdt=h(-—)+ (f Q@)

et la formule de quadrature (@) s’obtient en écrivant

b _ 1
f fx)dx b-a f h(t)dt
a 2 -1

U

_ 1
= b—“f (fox)®)dt

2 Ja

b-a 1 1
= T[(fox)(—ﬁ)ﬂfox)(ﬁ)]

b-a a-b a+bd b-a a+b
~2f(\/§+2)+f(\/§+2)
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Chapitre 4

Résolution d’équations non linéaires

Etant donnée une fonction f : D — R supposée continue sur D c R, on s’intéresse dans ce chapitre au
probléme de recherche d’une solution (ou des solutions) de I'équation f(x) = 0. Il est & noter que dans la
suite, on suppose que [ est non linéaire !

4.1 Introduction

Avant de décrire quelques méthodes permettant de rechercher numériquement un ou plusieurs zéros
x* de f, cest a dire rechercher les nombres réels x* vérifiant f(x*) = 0 (ou -sur ordinateur- |f(x*)| <e
avec € tres proche de 0), donnons quelques outils mathématiques qui nous seront utiles dans la suite.

4.1.1 Localisation des racines

Les premiers outils permettent de localiser grossiérement le zéro (ou les zéros) de f. En effet, apres
étude de la fonction f, les résultats donnés ci dessous permettent de trouver un intervalle qui contient
un et un seul zéro x*. On dit dans ce cas que la racine x* est séparable.

Théoreéme 4.1. (TVI : Théoréme des Valeurs Intermédiaires)
Etant donnée une fonction [ continue sur un intervalle [a, bl de R, alors f atteint toutes les valeurs inter-
médiaires entre les images f(a) et f(b). Autrement dit : si m = min{f(a), f(b)} et M = max{f(a),f(b)}, alors

Vd €[m, M1, Acela, b] tel que f(c)=d.
Le résultat suivant est une application directe du théoréeme des valeurs intermédiaires.

Théoreme 4.2. (Théoréeme de BOLZANO)
Si f est une fonction réelle continue sur [a, b] c R et si f(a)f(b) <0, alors il existe x €la, bl tel que

f(x)=0.

Remarquons que ce théoréme garantit juste 'existence d’'un zéro. Dans le cas ou 'unicité de la racine
doit étre prouvée, on pourra appliquer le théoréme de la bijection qu’'on rappelle ci dessous

47
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Théoreme 4.3. (Théoréme de la bijection)

Si la fonction f est continue et est strictement monotone (c’est & dire strictement croissante ou strictement
décroissante) sur un intervalle I de R, alors la fonction f induit une bijection de I dans f(I). De plus, sa
bijection réciproque est continue sur I, monotone sur I et de méme sens de variation que f.

4.1.2 Construction d’une suite convergente vers la racine

Dés que la racine x* est localisée dans un intervalle I, on choisit un point xo dans cet intervalle I et on
applique une méthode itérative permettant de calculer une suite de points x1, x2,..., Xz, ... en ayant
Pespoir que cette suite (x3) sera convergente et que en plus elle convergera vers la racine x*.

Définition 4.1. (Ordre de convergence)

On dit qu’une méthode itérative convergente est d’ordre p (ot p € N*) s’il existe un entier ko € N et une
constante C > 0 telle que |xp11 —x*| < |xp —x*|P, pour tout k = k.

Notons que dans le cas ou p =1 et C <1, on dit que la convergence est linéaire et la convergence est dite
quadratique (respectivement cubique) dans le cas ot p =2 (respectivement p = 3).

La définition ci dessous permet de comparer la rapidité de convergence de deux suites (et donc éven-
tuellement de deux méthodes).

Définition 4.2.
Soient (x,) et (y,) deux suites convergentes vers une méme limite l. On dit que la suite (y,) converge "plus

=0.

Yn

vite” que (x,) vers le réel | si le rapport |y, —l|/|x, — 1| a pour limite 0, i.e. si li,ILn
Xp —

4.1.3 Recherche d’un point fixe

Souvent, une équation de type f(x) = 0 peut étre réécrite d'une maniére équivalente sous la forme de
la recherche d’un point fixe d’'une fonction g, i.e, le réel x est tel que g(x) = x. La fonction g étant une
fonction qui dépend de f mais qui n’est pas unique comme le montre les deux exemples suivants :

- Exemple 1. Soit I'équation f(x) = 0 avec f(x) = x3 + 2x2 + 10x — 20. Cette équation peut étre
transformée sous les formes :

. 20

grlR)=x, ou )= g 10

ou 2 3
20-2x° —x

g2(x) =x, oflgg(x):—lo .

- Exemple 2. Pour x € [0, 2], I'équation f(x) =0 ou f(x) = sin(2x) +x — 1 peut étre réécrite sous les
formes :
hi(x)=x, ouhi(x)=1-sin(2x).
ou

ho(x)=x, ou ha(x)= % arcsin(1 —x).
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Ainsi, dans le cas ou une équation f(x) = 0 est transformée de facon équivalente en une équation
g(x) = x, il peut étre intéressant d’utiliser I'un des résultats ci dessous et qui concernent 1’étude de
la convergence d’une suite définie a partir du probléme de la recherche des points fixes de la fonction g.

Définition 4.3. (fonction contractante)
Soient k €10, 1[ et g une fonction réelle définie sur D =[a, b] cR. On dit que g est k-contractante (ou
contractante de rapport k) si

Vx,yeD, |gx)-g)l<klx-yl

Théoreme 4.4. (théoréme du point fixe)

Soit g: [a, b] — R une fonction k-contractante. Alors, la fonction g admet un unique point fixe l € [a, b].
De plus, quel que soit le réel xg € [a, bl, la suite définie par x,+1 = g(x,), pour tout n =0 est convergente
de limite | quand n — +oo.

Remarques :
— Une fonction g contractante sur D = [a, b] est une fonction continue sur D.
— Souvent, pour montrer qu'une fonction g € Cl([a, b]) est k-contractante sur [a, b], il suffit de
vérifier que Ig/(x)l <k <1, pour tout x € [a, b].
— En posant £ = I€I[la)§)] Ig'(x)l, alors la suite (x,) définie par x,+1 = g(x,), Vn = 0 vérifie
x€la,

n

1-%

lan =1l < lx1 —x0l, Vr eN.

Une fois que la fonction g vérifiant les conditions du théoréme du point fixe est déterminée, on peut
utiliser 'algorithme suivant pour construire les itérés de la suite (x,). Pour que la suite donne une so-
lution approchée de la solution exacte x*, il est nécessaire de choisir une solution de départ x¢ € [a, b].

Algorithme : Méthode du point fixe.

Initialisation : Choisir xg € la, b];

Itération  :Pour n=0,1,2,..., jusqu’a convergence :
Si f(xn) =0,
x* =xp, stop;
fin du Si
calculer xp1+1 = g(xp);
fin du Pour.

Dans la suite, nous donnons les résultats obtenus pour la recherche des zéros de la fonction f définie
par f(x) = x® + 2x2 + 10x — 20.

Tout d’abord, comme f/(x) =3x2+4x+10 < 0 pour tout x € R et l_igf(x) = —00, ligf(x) = +o0 alors f
posséde un unique zéro qui est situé dans l'intervalle [1, 2] car f(1)=-7<0et f(2)=36>0.

— Exemple 1. On transforme I'équation f(x) = 0 en ’équation équivalente g1(x) = x ou g1(x) =
20

x2+2x+10
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On peut vérifier que la fonction dérivée de g1 est donnée par grl(x) = % et que | gll(x)l <1

pour tout x € [1, 2]. Ainsi g1 est contractante sur [1, 2]. Ainsi, grace au théoréme du point fixe, la
convergence de la suite (x,) définie xg € [1, 2] et x,+1 = g1(xp) = % vers la solution exacte
x* est assurée.

En prenant xg = 1, g = g1 dans l'algorithme précédent et en considérant que 'on a obtenu x, une
bonne approximation de x* lorsque |x, — x,+1| <€, ot € = 1078 est la précision souhaitée, nous
obtenons les résultats reportés dans la table ci dessous :

itération Xn itération Xn

0 1.000000000000000 10 1.368696397555516
1 1.538461538461539 11 1.368857688628725
2 1.295019157088122 12 1.368786102577989
3 1.401825309448600 13 1.368817874396085
4 1.354209390404292 14 1.368803773143633
5 1.375298092487380 15 1.368810031675092
6 1.365929788170655 16 1.368807253960778
7 1.370086003401819 17 1.368808486788930
8 1.368241023612835 18 1.368807939624842
9 1.369059812007482

Les résultats précédents montrent que la méthode du point fixe a nécessité 18 itérations pour
converger et la solution déterminée par cette méthode est x* = 1.3688085 avec f(1.3688085) =
799475331075 et g1(1.3688085) = 1.3688079.

Exemple 2. On transforme I’équation f(x) = 0 en I’équation équivalente go(x) = x ou gao(x) =
20 — 2x2 — x3

10
On peut vérifier que la fonction dérivée de go est donnée par g;(x) = _4’61533‘2 et que g;(x) <-1

pour tout x € [1, 2]. Ainsi, comme Ig;(x)l > 1 pour tout x € [1, 2], le point fixe de g9 est un point
répulsif et donc quelque soit le chois de xg # x* la suite (x,) définie par x,.1 = g2(x,) ne conver-
gera pas vers la solution exacte x*.

En effet méme en prenant g = g9, et x¢ = 1.35 -assez proche de x*- dans ’algorithme de la mé-
thode du point fixe, les itérés construits s’éloignent du point fixe comme le montre les résultats
reportés dans la table ci dessous.

itération Xn itération Xn

0 1.350000000000000 131 0.548946478058069
1 1.389462500000000 132 1.923189476943791
2 1.345628322885400 133 0.548946478056689
3 1.394201865964998 134 1.923189476944218
4 1.340235433982419

5 1.400016550438115 : :

6 1.333580999927215 147 1.923189476944801
7 1.407143192902503 148 0.548946478054790
8 1.325367942472636 149 1.923189476944807
9 1.415865806392921 150 0.548946478054780

La convergence de la méthode du point fixe dans le premier exemple et sa non convergence dans le
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deuxiéme exemple sont respectivement illustrées pas les deux figures suivantes :

c,
e
20

¥=90) = Gt

T
1
1
1
1
1
i
1
1
1
1
1
1
i
1
i
:
-t
1)

e )

21295 | x,=1.5385

X=140f8

i
1

i

il

i

=|

20 — 22 — 2°

L = =

|: y=g(x) 10
os i

u

i

W

"

"

02 "
"

XD=1.35II %,=1.3895
ob

Tyt 3456 ' xg=13042"

Exercice 1. Interpreter les figures ci dessous relatifs a la recherche des point fixes des fonctions 21 et
ho associées a la racine de I'’équation f(x) = 0 ou f(x) = sin(2x) + x — 1 en tenant compte que les itérés
associées aux fonctions 41 et hg sont respectivement xo = 0.4 x1 = 0.2826, xo =0.4643, x3 =0.1992, x4 =
0.6121, x5 =0.0595 et x9 = 0.1 x1 = 0.5599, x9 =0.2279, x3 = 0.4411, x4 = 0.2965, x5 = 0.3901.

4.2 Méthodes d’encadrement

Soit f une fonction réelle d’'une variable réelle, i.e.

f:D — R
x — f(x).

On suppose que notre fonction est non linéaire (sinon c’est évident) et notre but est de résoudre 1'équa-
tion f(x) =0, et donc on recherche un nombre réel x* vérifiant f(x*) = 0 (ou -sur ordinateur- |f(x*)| <e
avec € trés proche de 0). Dans la suite, on suppose que la racine x* est séparable, c’est a dire qu’il existe
une intervalle [a, b] tel que x* est I'unique racine dans cet intervalle.
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y=hu(2) =1 - sin(2z)

L
o Py
T R e T Tl i R A S B R R B I R S (R S VI R R T
X,=0.4,%,=0.2826, x,=0.4643,
02
%3=0.1992, x,=0.6121, x5=0.ﬂ595

T
arcsin(1 —
Lo y= hofe) = T2
[ |
o Lo g e
;

b — — =

3 v E3
Xg=0.1, %,=05599, %,0.2279,
X;=0.4411, X,=0.2965, x;=0.3901

4.2.1 Méthode de dichotomie

Le principe de la méthode de la dichotomie (ou de la bissection) est trés simple. On suppose que
[ : [a, b] — R est continue et que f(a)f(b) <0. Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,

il existe au moins une racine réelle de f dans [a, b]. On prend alors le milieu de 'intervalle m = %.

Dans le cas f(m) = 0 (ou numériquement tres proche de 0), on considere que le probléeme est résolu. Si
non, deux cas se présentent :

— si f(a)f(m) <0, alors f a une racine réelle dans [a, m].
— si f(m)f(b) <0, alors f a une racine réelle dans [m, b].

On itére alors le processus avec l'intervalle qui contient la racine.

On voit ainsi que la méthode de dichotomie construit une suite décroissante d’intervalles contenant
la racine x* de la fonction f. A litération n, on considére comme nouvel intervalle [a+1,b,+1], celui
construit a partir d’'une des extrémités de I'intervalle [a,,b,] et de son milieu m = % : x,. Lalgo-

rithme de la méthode de dichotomie ou de bissection peut étre résumé ainsi :
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Algorithme : Méthode de dichotomie (ou bissection).

Initialisation : ag=a et bg=b;
Itération  :Pour n=0,1,2,..., jusqu’a convergence :

a,+by
calculer x, = s

Si f(xn) =0,
x* =xp, stop;
findu Si
Si f(an)f(x,) <0,
on pose Api1=an et byi1=%xy,;
sinon
on pose ap11=Xp, byi1=bp;
fin du Si.
fin du Pour.

On constate que a chaque itération de la méthode de bissection, la longueur de I'intervalle contenant la
racine x* est réduite par un facteur de 2, (i.e., la longueur de I'intervalle contenant la racine est divisée
par 2). On voit alors qu’il y’a convergence de la suite (x,) vers x* et qu'on peut obtenir une valeur ap-
prochée de x* avec la précision souhaitée.

Exercice 2.

1. Montrer que la suite des intervalles ([a,, b,]) vérifie [,, = b2_n“ ,ou [, est lalongueur de I'intervalle

[an’ bn]

2. En déduire que N le nombre minimal d’itérations nécessaires pour calculer la racine x* a € pres
e b-a
> -
vérifie N = logy ( - )

4.2.2 Méthode de la fausse position

Comme la méthode de la bissection, la méthode de la fausse position (ou méthode regula falsi ou encore
méthode de Lagrange) construit également une suite décroissante d’intervalles. Cependant, a I'itération
n, au lieu de diviser 'intervalle [a,, b,] en deux sous-intervalles de méme longueur en considérant le
milieu de 'intervalle [a,, b,], on préfere découper I'intervalle [a,, b,]en [a,, w,] et [w,, b,] o w, est
P’abscisse du point d’intersection de la droite passant par les points (a,,f(an)) et (b,, f(by)). Ainsi, w,
est donné par

W = anf(bp)—by,f(ay)
" f(br)—flan)

Cette méthode est décrite par I'algorithme suivant :
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Algorithme : Méthode de la fausse position (ou regula falsi).

Initialisation : ag=a et bo=b;
Itération  :Pour n=0,1,2,..., jusqu’a convergence :

an f(br)—bynflay) .
fbn)-fay)

calculer w, =

Si f(wn) = O)
x* =wy, stop;
fin du Si

Si f(a,) f(w,) <O,
on pose An+1=0an et bpi1 =wn;
sinon
0n pose ap+1 =Wy, bpi1=by;
fin du Si.
fin du Pour.

Cette méthode peut construire rapidement des itérées a,, b, pour lesquels |f(x)| est trés petite, cepen-
dant elle peut faillir dans certains cas en n’arrivant pas a déterminer un intervalle [a,, b,] de longueur
assez petite et contenant le zéro x*.

4.2.3 Exemples

« Exemple 1. Dans cet exemple, la fonction test est notée f et est telle que f(x) = %x3 -3x-1.
La racine recherchée x* est située dans l'intervalle [a, b] =[1, 4]. Les algorithmes s’arrétent a
I'itération n des que : b, —a, <€ ou dés que |f(x,)| <& ot e =107°.

Les approximations successives construites par les méthodes de dichotomie et regula falsi sont

reportées dans le tableau suivant :

Itération Dichotomie Regula falsi
Xn Xpn

0 2.500000000000000 || 1.916666666666667
1 3.250000000000000 || 2.636879969708444
2 2.875000000000000 || 2.979619151850352
3 3.062500000000000 || 3.100609650227808
4 3.156250000000000 || 3.138412893531248
5 3.109375000000000 || 3.149754925521175
6 3.132812500000000 || 3.153115836701065
7 3.144531250000000 || 3.154108070854592
8 3.150390625000000 || 3.154400685040792
9 3.153320312500000 || 3.154486950343403
10 3.154785156250000 || 3.154512379708390
11 3.154052734375000 || 3.154519875589223
12 3.154418945312500 || 3.154522085151433
13 3.154602050781250

14 3.154510498046875

15 3.154556274414063

16 3.154533386230469

17 3.154521942138672
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2= by =3.25

as, bs] = [2.875,3.25)

[ 2.64.4]
as.bs] = [2.98.4]

De méme, les valeurs des extrémités des différents intervalles construits par les méthodes de
dichotomie et regula falsi sont reportés dans le tableau ci dessous.

itération

Dichotomie

Regula falsi

Qan

bn

an

bn

= e
RhSowmaoum whro

=
[«2 < B >N JV)

=
3

1.000000000000000
2.500000000000000
2.500000000000000
2.875000000000000
3.062500000000000
3.062500000000000
3.109375000000000
3.132812500000000
3.144531250000000
3.150390625000000
3.153320312500000
3.153320312500000
3.154052734375000
3.154418945312500
3.154418945312500
3.154510498046875
3.154510498046875
3.154510498046875

4.000000000000000
4.000000000000000
3.250000000000000
3.250000000000000
3.250000000000000
3.156250000000000
3.1566250000000000
3.156250000000000
3.156250000000000
3.156250000000000
3.156250000000000
3.154785156250000
3.1564785156250000
3.154785156250000
3.154602050781250
3.154602050781250
3.154556274414063
3.154533386230469

1.000000000000000
1.916666666666667
2.636879969708444
2.979619151850352
3.100609650227808
3.138412893531248
3.149754925521175
3.153115836701065
3.154108070854592
3.154400685040792
3.154486950343403
3.154512379708390
3.1564519875589223

4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000
4.000000000000000

On voit que pour cet exemple, la méthode de dichotomie nécessite 17 itérations et fournit x*
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3.1545219 avec f(3.1545219) = —7.41364731078. Par contre, la méthode regula falsi nécessite 12
itérations et fournit x* = 3.1545221 avec f£(3.1545219) = —6.4195643 1075,

« Exemple 2. Dans cet exemple, la fonction test est notée g. Cette fonction est définie par g(x) =
e~2% —cos(x) — 3. La racine recherchée x* est située dans l'intervalle [a, b] = [-2, 2]. De plus, on
considere que les méthodes ont convergé a l'itération n dés que : b, —a, <€ ou dés que |f(x,)| <e
ot e=1075.

5

[a, by) = [0.75, 0.5]
[ag, bg] = [-0.75, -0.625]

Les approximations successives et les bornes des intervalles construits par les méthodes de di-
chotomie et regula falsi sont reportées dans les deux tableaux ci-dessous.
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Itération Dichotomie Regula falsi
Xn Xn

0 0.000000000000000 1.811979090589975

1 -1.000000000000000 1.621586693031262

2 -0.500000000000000 1.429695759399754

3 -0.750000000000000 1.237765872874417

4 -0.625000000000000 1.047755937945362

20 -0.665716171264648 || -0.568539784247612

21 -0.665717124938965 || -0.588218888839196

22 -0.665717601776123 || -0.604030029928838

75 -0.665717356405127

76 -0.665717406147496

77 -0.665717445438678

78 -0.665717476474533

itération Dichotomie Regula falsi
an bn an bn

0 -2.000000000000000 | 2.000000000000000 -2.000000000000000 | 2.000000000000000
1 -2.000000000000000 | 0.000000000000000 -2.000000000000000 | 1.811979090589975
2 -1.000000000000000 | 0.000000000000000 -2.000000000000000 | 1.621586693031262
3 -1.000000000000000 | -0.500000000000000 || -2.000000000000000 | 1.429695759399754
4 -0.750000000000000 | -0.500000000000000 || -2.000000000000000 | 1.237765872874417
20 -0.665718078613281 | -0.665714263916016 || -2.000000000000000 | -0.544146472217116
21 -0.665718078613281 | -0.665716171264648 || -2.000000000000000 | -0.568539784247612
22 -0.665718078613281 | -0.665717124938965 || -2.000000000000000 | -0.588218888839196
75 -2.000000000000000 | -0.665717293431628
76 -2.000000000000000 | -0.665717356405127
77 -2.000000000000000 | -0.665717406147496
78 -2.000000000000000 | -0.665717445438678

Pour ce second exemple, la méthode de dichotomie a besoin de 22 itérations et la solution ap-
prochée obtenue est x* = —0.6657176 avec g(—0.6657176) = 7.06229651078. Par contre, la mé-
thode regula falsi ne converge pas rapidement! En effet, aprés 78 itération, la méthode donne
x* =—0.6657174, avec g(—0.6657174) = —9.556685310".

4.3 Méthodes de Newton et de la sécante

Une des méthodes classiques les plus utilisées pour la détermination d'une approximation de la racine
d’une fonction est la méthode de Newton-Raphson (ou tout simplement méthode de Newton). Cette mé-
thode est une méthode itérative et suppose que la fonction f est de classe C1 sur l'intervalle ol est situé
le zéro recherché. En effet, la valeur de la dérivée au point courant x,, est nécessaire pour I'obtention
du prochain point x, 1.

Dans le cas ot la fonction n’est pas de classe C! ousi f "(a,) Mest pas disponible ou ne peut étre calculée,
cette dérivée est approchée par une différence divisée et on obtient alors la méthode de la sécante.
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4.3.1 Méthode de Newton

La méthode de newton peut étre considérée comme une procédure de linéarisation. La fonction f est
localement approchée par une fonction linéaire. En partant d'un bon point de départ x¢ (Le point xg
peut étre obtenu en faisant une étude préalable de la fonction f afin de situer le zéro recherché dans un
intervalle assez petit), cette méthode construit une suite de valeurs x1,x2,...,%,,..., qui sous certaines
conditions converge de facon quadratique vers x* la racine exacte de f.

En supposant avoir calculé x, et en utilisant le développement de Taylor a 'ordre 1 afin d’approcher la
fonction f localement au point x,, on a,

f(x)zf(xn)+(x—xn)f/(xn)+xe(x), ainsi f(x)zf(xn)+(x—xn)f’(xn).

_ fxn)

En écrivant 0 = f(xn)+(x—xn)f’(xn) (car on espeére que f(x) soit égale a 0), on obtient alors x = x,, Ty

Et donc le nouvel itéré x,,1 est donné par

f(xn)
flxn)

Xn+1=%Xn —

Ainsi lalgorithme de la méthode de Newton peut étre résumé comme suit :

Algorithme : Méthode de Newton.

Initialisation : Choisir xo une approximation initiale.

Itération  : Pour n=0,1,..., jusqu’a convergence :
Xn4l =X fCn)
1= EYVEEENE)
n+ n f’(xn)
fin du Pour.

4.3.2 Meéthode de la sécante

Comme cela a été déja signalé, la méthode de la sécante est similaire a celle de la méthode de Newton
sauf que le calcul de la dérivée f (x,) est remplacé par la différence finie % et de plus l'initia-
lisation nécessite deux points (voisins si possible) et proches de la solution exacte x*. On obtient ainsi

la récurrence suivante :
Xn —Xn-1

f(xn) - f(xn—l)

Ainsi, algorithme de la méthode de la sécante est comme suit :

Xn+1=%Xp —

Algorithme : Méthode de la sécante.

Initialisation : Choisir xg et x1 deux approximations initiales.
Itération  : Pour n=0,1,..., jusqu’a convergence :
Xn —Xn-1 .
fxn);

f@n) = f(xn-1)

Xn+1=Xp —
fin du Pour.
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Notons également que la méthode de la sécante ressemble a la méthode de la fausse position (reégula
falsi). En effet, le point w, calculé lors de I'itération n de la méthode regula falsi est donné par

w :anf(bn)_bnf(an):a _ bn—an
" fbn)-flayn) bfby) - flan)
A noter cependant que dans la méthode de la sécante, il est impératif que les points a, et b, doivent

encadrer la racine recherchée x*. Par contre il n’est pas nécessaire dans la méthode de la sécante que
les points x, et x,—1 encadrent x*.

f(an)

4.3.3 Exemples

o Exemple 3. Dans cet exemple, la fonction test f est celle de 'exemple 1. Ainsi, f(x) = %x?’ -3x-1.
Les solutions de départ sont respectivement xo = 2 pour la méthode de Newton et xo =2, x; =4
pour la méthode de la sécante. Les algorithmes sont stoppés des que : |x, —x,-1| < € ou dés que
|f(xp) <€ ol1e=1075.

itération Newton Sécante

Xn Xn

OO OB WD - O

2.000000000000000
6.333333333333334
4.590485695276115
3.623662471603157
3.229848830244545
3.156969701003765
3.1564525720790307
3.154523008698545

2.000000000000000
4.000000000000000
2.684210526315789
2.997667703243003
3.197304031235400
3.151353280165889
3.1564462307103545
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Dans ce test, 'algorithme de la méthode de Newton nécessite converge en 7 itérations et four-
nit x* = 3.1545230 avec f(3.1545230) = 2.320632510711. La méthode de la sécante fait lége-
rement mieux en convergeant en 6 itérations et donne x* = 3.1545231 avec f(3.1545231) =
6.0763745107".

Exemple 4. La fonction testée dans cet exemple est la fonction g définie par g(x) = e 2% —
cos(x) — 3. Les solutions de départ sont respectivement xo = —2 pour la méthode de Newton et
x0 = —2, x1 = 0 pour la méthode de la sécante. Les algorithmes sont stoppés dés que : |x, —x,-1/ <€
oudes que |f(x,)| <eoue= 1076,

(@) = e — cos(z) - 3

o
0x, = o o5

itération Newton Sécante
Xn Xn
0 -2.000000000000000 -2.000000000000000
1 -1.527596252561599 0.000000000000000
2 -1.109132547403603 -0.109062559032824
3 -0.811076922352303 -1.310406534496917
4 -0.684359192809277 -0.358619704384055
5 -0.666051206702811 -0.503775826090157
6 -0.665717701377160 -0.723594093976699
7 -0.656288917145912
8 -0.665195908954252
9 -0.665722393967339
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Pour cet exemple, la méthode de Newton a eu besoin de 6 itérations pour converger et la solu-
tion déterminée par cette méthode est x* = —0.6657177 avec f(—0.6657177) = 8.8641244107 7. La
méthode de la sécante converge en 9 itérations et donne x* = —0.6657223 avec f(—0.6657223) =
3.932159107°.
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